VIK, Miszaki Informatika
ANALIZIS (1)

Bevezeto,

Szamsorozatok
‘Oktatési segédanyag

A Villamosmérnoki és Informatikai Kar
miiszaki informatikus hallgatéinak tartott eloadésai alapjan
osszedllitotta;

Fritz Jozsetné dr.

Koénya, Ilona,

2003. szeptember

Szerkesztette: Gy6ri Sdndor



I. rész
Bevezeto

1. A valés szamok (R) axiomai

L. Csészar Akosné: Valds egyvaltozés fiiggvények differencidlszamitdsa 05-1315 (25-34.
oldal)

L 4
1.1. Algebrai axiémak

R-ben értelmezett két mivelet: + és -
Ezek a miiveletek nem vezetnek ki az adott halmazbdl, R-bél, tehdt Va,b € R-re:
a+beR és a-beR

+ miivelet tulajdonsigai (1-4.).
1. (a+b)+c=a+(b+c), Vd, b,c € Rre (az Gsszeadds asszociativ).
2. Létezik egyetlen szdm (ezt O-val jeldljiik), amelyre teljesiil, hogy
0+a=a+0=a, ha a€eR
3. Minden a € R szamhoz létezik pontosan egy olyan z € R, amelyre
z+a=a+z=0.
Az igy értelmezett z-et (—a)-val jeloljik. (Neve: additiv inverz.)
4.oa+b=b+ a, Va,be€Rre (az osszeadds kommutativ)
- miivelet tulajdonsigai (5-8.).
5. (@-b)-c=a-(b-c), Va,bceR (aszorzds asszociativ)
6. Létezik egyetlen szdm, amelyet 1-gyel jeloliink (1 # 0), amelyre teljesiil, hogy
g:-1l=1-a=a, ha a€R
7. Minden a # 0-hoz létezik egyetlen z € R, amelyre
z-a=a-z=1
Az igy értelmezett z-et az a # 0 szam reciprokanak nevezziik, és Ell—-val jeloljiik.

8.a-b=b-a, Va,beR (aszorzds kommutativ)
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A két miiveletre {+ és -)-ra egyiittesen érvényes tulajdonsag (9.).
9. a-{b+c)=a-b+a-c, Va,bceR (disztributivitds)

1.2. Rendezési axiémdk (10-13.)

10. Tetszbleges a,b € R szampdrra az
a<b, b<a, a=b
relaciok koziil pontosan egy teljesiil (trichotom tulajdonség).
11. Haa < b és b < c (révidena < b < ¢),akkora < ¢, (Va,b,c € R) (tranzitivitas)
12. Haa<b,akkora+c<b-+c, (Va,b,c€R) (arendezés monoion).

13. Haa<b és ¢ >0,akkora-c<b-¢, (Ya,bceR).

1.3.  Archimédesz-féle axiéma (14.)

14. TetszOleges b > 0 szdmhoz taldlhat6 b-nél nagyobb n természetes szam.

1.4. Cantor-féle axiéma (15.)

15. Ha minden n € N szdmnak megfeleltetiink egy I, = {z : a, < z < by, z € R}
halmazt (réviden [an, by] zdrt intervallumot) oly médon, hogy

COn S Gntt, bn+1 < bm (V'ﬂ € N)

akkor

oo
NL.#0
n=1
Vagyis: egymdsba skatulydzott zdrt intervallumsorozat elemeinek metszete nem

iires. @6 € N Tn, E€R)
n=1

(M) Zartsag fontos! (I, = (0, 1] esetén (] I, = 0)

n=1
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2. A rendezési axiémdkbdl levezethet6

A rendezésre vonatkozdan konnyii belatni, hogy igazak az aldbbi allitdsok (szokds ezeket
az ,egyenlStlenségekkel valé szamolds szabdlyai”-nak is nevezni):

1. Minden a € R szdmra az
ea>0, a=0, —-a>0
tulajdonségok kozill pontosan egy teljesiil. (a >0 <= (—a) < 0)

2. {a<b) A {e<d) = a+c<b+d
Specidlisan: (a >0 A (b>0) = a+b>0

3. 0<a<b) AN(0<c<d) = ac<bd
Specidlisan: (a >0) A (b>0) = ab>0

4. {a<b) A (c<0) = ac>be
Specidlisan: a <b = —a>-b

5. 0<a<b = l>l
a b 1 1
1 1 gh>0: =>-
a<b<0 = =>3 a<h —> ‘; '1’
1 1 ab<0: —<=
a<l<b = E<—I; a b

6. Va,b € R esetén
la+b < la| + b és
laj — bl < |a - b].

7. Ha n pozitiv egész szdm, és 0 < a < b, akkor a” < b".

Hasonléan kovetkeznek az abszolitérték tulajdonsagai.

3. Néhdny fogalom
HCR

() H feliilesl korlatos, ha Tk; € R, hogy Vo € H: z <ks. (ks felsd korldt)
(D) H alulrdl korldtos, ha 3k, € R, hogy Vz € H : ko < z. (kq: alsé korlat)
(D) H korlatos, ha feliilrdl is és alulrél is korlatos, tehat 3k : |z| < k.

(D) A feliilrl korlatos H halmaz legkisebb fels6 korlatj4t szuprémumnak (fels hatérnak)
nevezziik.
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Jele: sup H.

(D) Az alulrél korlétos H halmaz legnagyobb alsé korlétjst infimumnak (alsé hatdrnak)
nevezziik.
Jele: inf H.

1
H:{l—-;, neN}={0,1-3,1-%,1-1%, ...} esetén:
Felsé korltok példéul: 1,3,, ...

Als6 korlatok példaul: 0,2, 56, ...
sup H =1 (mnincs a halmazban legnagyobb elem), inf H =0 (= legkisebb elem)

Dedekind folytonosségi tétel:

@ l Feliilr6l korlatos nem iires szdmhalmaznak mindig van szuprémuma. (—|B)I

Ebbdl kovetkezik:
Alulrél korldtos nem iires szimhalmaznak mindig van infimuma.

@ A fenti axiémarendszerben a Cantor-féle axiéma lecserélhetd ezzel az allitéssal.

I1. rész
Szamsorozatok

A valés szdmsorozat a természetes szamokon értelmezett valés értékii fiiggvény:

f:N - R,

az n helyen felvett értéke f(n) =an, n=1,2,... .
A szdmsorozat jelSlése:
(6n), vagy (an), vagy as, n=1,2,....

@ (aw) feliilrdl korlatos, ha 3 &s: Vn-re: a, < ky.
@ (an) alulrél korlatos, ha 3 k,: Vn-re: k; < ay.

(D) (an) korldtos, ha alulrél is és feliilrdl is korlatos, teht I k:
lan] <k (k= max{|ka, |k¢|}).
Vagyis a fenti definiciék szerint ilyenkor f : N — R fiiggvény értékkészlete korlatos.
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Szamsorozat konvergencigja:

@ Azt mondjuk, hogy (a,) konvergens és hatdrértéke (limesze) A € R, jelben
lim a, = 4,
n—ooc

ha Ve > 0-hoz (¢ € R) IN(e) € N, hogy

lan — Al <&, han> N(g).

N(e) neve: kiiszobindex, kiiszobszdm

§0) A definiciéval ekvivalens:

Ve >0-raaz (A —¢,A+¢) intervallumon kiviil a sorozatnak véges sok eleme van.
(Az intervallumon beliil pedig végtelen sok eleme van.)

§1) A hatérérték egyértelmfi.
[ 113

Az aldbbi példdkndl a definicid segitségéuvel bizonyitsuk be, hogy a megadott A a szdmsorozat
hatdrértéke!

A =0, ha
1 -1
a‘) ap = — b) Gy = —( )
n n
Megoldés:
Mindkét esetben:
1 1 1
lan —Al==<e = n>- = N(E)Z{—:I
n € €
Példdul € = 0,001 esetén N = 1000 vélasztds megfelels.
6+n
= A=-1
=51 _n’
Megoldas:
| 6+n b | 11 11,1
Ia"~A|—'5,1—n ( )’_’S,I—n\_/n—&l(e = n>5,1+—5
n>5
© Kbnya L - Fritz Jné - Gyéri S. 5 vi2



Ezért N(e) > [5, 1+ 116—’1] .

2 _
=TT 4=0

Megoldas:

n? ~ 1 RS
2n5+5n+8l'—2n5+5n+8<6
Ezt az egyenl6tlenséget nem tudjuk megoldani n-re. Azonban nem sziikséges a lehetd
legkisebb kiiszobindex el6llitdsa. Elegendd megmutatnunk, hogy létezik kiiszobindex.

Ezért a megoldashoz fethasznalhatjuk az egyenlStlenségek tranzitiv tulajdonsagét, pél-
déul az aldbbi médon:

lon — A] =

! A= w1 < n* - 0 —1<€ = n>31
A T s n+8 25 4+0+0 278 2e
1
Ezért N(g) > [{’/ —2—6] .
8n* + 3n + 20
= a2 x5 A=4
Megoldas:
8nt + 3n + 20 4n? + 3n
lan ~ A = |5 2 I Rl v 2 =
2t —n? +5 2nt — n? 4+ 5
4t + 3 < 4n? + 3n® e — z<n2
Tt —n2+5 2nt-nt4+0 n? €

Innen  N(e) > l: z] .

Szémsorozat divergencidja:

A nem konvergens szamsorozatokat divergens szimsorozatnak nevezziik. Ennek két
fontos speciélis esete a +oo-hez és a —oo-hez divergdlé szamsorozat.
A megfeleld definiciék:
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@ 1i_}ma,,=+oo,
n—o00
haVP > 0-hoz (P€R) 3N(P)€ N, hogy

a, > P, han>N(P)

@ lim ¢, = —0,

n—oo
haVM < 0-hoz (M € R) IN(M) € N, hogy

a, < M, han> N(M)
Ez a definicié megfogalmazhaté M > 0 feltétellel is:

VM >0hoz IN(M)eN: a, <-M, han>N(M)

( g, =21 +3n+ 5 Bizonyitsa be, hogy lim a, = oo! \
n—+o0

Megoldas:

[P
=20 +3n+5>Wm*>P = n>35 = N(P)>

/P
2

6 — 2
Gy = n Bizonyitsa be, hogy lim a, = —oo!
N300

T2+
Megoldas:
Teljesitendd, hogy @, = 62:_1:: <M (<0), ha n>N(M).
Ez egyenértékii a kovetkezd feltétellel:
(—an =) n -6 > —M (> 0), ha n > N(M). A feladatot egyszeriisitjiik, hiszen

most sem a legkisebb kiiszobindexet keressiik:

2

2 -
n* —6 T 9 n
2+n \/> 2n+n_6>_M = n>-6M
n>4 esetén 52>6
Ezért N(M) > max{4, [-6M]}.
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Binomi4lis egyiitthaté, binomiélis tétel, Bernoulli-egyenldtlenség: ...
(L. gyakorlat!)

A hatérérték egyértelmiisége

@[Ha lma, =4 é& lima,=B, skkor A=B. J

Indirekt médon bizonyitunk. Tehat feltessziik, hogy A # B, példdul A< B.
Legyen d=B—-A>0 é €=§>0!

A szémsorozat konvergenciaja miatt létezik Ni(c) és Na(e), hogy
A—g<a, < A+e, han>Nge),
B—¢ <a, < B+e, han>Nye).

De ekkor Vn > max {Ni(c), No(e)} esetén:
a, < A+e < B—~¢ < a,

Ez pedig ellentmodas, tehit nem igaz, hogy A # B, vagyis A= B.

A konvergencia sziikséges feltétele

P = Q, a P allitashél kovetkezik a Q 4llitas. Ezt kétféleképpen is megfogalmazhatjuk:
1. P elégséges feltétele Q-nak,
2. Q szilkséges feltétele P-nek.

@ (a,) konvergens => (an) korldtos
(Tehat a korldtossdg sziikséges feltétele a konvergencidnak.)

Ve>0—ra IN(e):
A—e<a,<A+e, ha n>N(E=N

Tehdt (A — €, A + ) - on kivill legfeljebb csak az 92 o

a3, as, . .., ay elemek eshetnek. A—e A Ade
Ak, : Ynrek,<a, k,=min{a;,as,...,an,A—¢€}
ks : Vnrean < Ky ks = max{ay,as,...,0n, A+ €}
Igy 3K : lan| < K, tehst korlatos.
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@ <= nem igaz. (Az llitds nem megfordithat.)

Példa: a, = (—1)" korldtos, de nem konvergens.

Konvergens-e az aldbbi sorozat:

ha n pératlan ’

2n+1, ha n péros,
a" =

1
3n2+1’

Nem konvergens, mert nem korldtos. (azm =2-2m+1=4m+1<k Vn € Nre
ellentmond az Archimédesz-féle axiéménak.)

Miiveletek konvergens szamsorozatokkal

@ [(@=2 A A (o> B) = (aatb—4+B)]

ANi (5) A N2 (5), hogy

|a,,—At<%, Vn> N (§)

2 = Han > max {N; (§),N2{(5)}, akkor
¢ |bn—Bl<g Vn>MN(3) :

(@ +52) = (A+ B)| = (an — A) + (b = B)| < lan = Al + lba— Bl < S+ 5 =¢

NGy =max {M (3) % (5)}

]
@ I(a,.-&A) = (ca,.—-)cAU
(i) ¢ =0 esetén az allitds igaz.
(it) ¢ # 0 esetén:
€ 13 €
EFVZE e ho a, - A} < — Vn>N<—)
() v - i< g
€ €
ﬁ|oa,.—cA{=|c||a,,~—A§<|c|H=s Vn>NI(H>=N(E)
© Kénya L. - Fritz Jné - Gyéri S. 9 v12



Kovetkezmény:
(i) (an = 4) => (~a,——4) (Most ¢ = 1)
(i) (@an > A) A (b > B) = (an—by)—= (A-B) (T, To-b6l kdvetkezik)

@[ D @m0 A (a0 — anby—0

(ii) (an = A) A (bo = B) => anb, = AB
®

®

NERA (%) é Ny(2), hogy

lan—0|<§ Vn>Nl(g)=Nl }
by —0] <2 ¥Yn>Ny(2)=N; (¢=2most)
Ha n > max {N, N}, aklor  |aaby = 0] = [aallba] < 5 -2 = .
(ii) Mivel a ¢, = A Vn-re (stagnal6 sorozat) — A, ezért '
(gn—~A > A-A=0 A (b—B—-B-B=0).
T; (i)-et alkalmazva kapjuk:  (a, — A) - (by — B) — 0, vagyis
anby, — Ab, — Ba, + AB — 0.
Ekkor
inb = (anby — Ab, — Ban + AB) + ( Aby + Ban ~ AB) — AB

1 4
0 AB+AB - AB

@ Nyilvan hdrom konvergens sorozat szorzata az egyes hatirértékek szorzatshoz kon-
vergdl. Teljes indukciéval beldthaté, hogy véges sok konvergens sorozat szorzata is az
egyes sorozatok hatérértékének szorzatahoz komvergdl. HasonlSan dltaldnosithaté T
véges sok konvergens sorozat Osszegére.

€5 [(an — 0) A (b korldtos) => anbp =0
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Az €l8z8 bizonyitasok megértése utdn probalja meg bebizonyitani a tételt!
(A bizonyitas az eldaddson szerepel.)

@ [(Ga=4) = (laa| > 14)]

®) llan| — 4]l < lan — Al <€, han > N(z). =
@ (Jan|) kovergencidjsbél ltaldban nem kévetkezik (@) konvergencidja.
(PL a, = (—~1)" divergens, de |a,|=1"=1 — 1).
Specidlisan azonban igaz: |as| = 0 = @, — 0.
Ugyanis
llanl — 0] =las|=|an ~0|<e, han>N(e)
@) (oo B£0) — —~o1
Y On ~ b B
. Oy A
(i) bp > B#0) A (an > 4) = 7B
(i) Mivel T, szerint |by| — [B}, ezért N, (——';—l) = N;, hogy
{be| — |Bl} < |—I;|-, ha n > Ny
azaz
B
|B!—%< |bn| < |B|+L2—|, han > N;
vagyis
[ba] > @, Vn> N,
. 5 € g2
Mésrészt Ve > 0 esetén AN, (5 |Bj ) = Na, hogy
|bs — B| < -;- B2, Vn> N,
v1l.2
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Igy ha n > max {N;, N2} = N{(g), akkor:

Bt B=bl _ 3BF

1 1'_'34,,

—— - = < =€
by, B B-b, |B] - 1B lBl'_g_l |B|]TBI
G _ 1 1_4 és Ts (i) mi
(i) bn—-a,. b"—bA =B Tj és T5 (i) miatt.

Néhdny példa az el5z5 tételek alkalmazdsdra:

1 2 0
n (3 T N
500 db

A tagok szdma 500 (n-t0 fiiggetlen!), ezért T; véges sokszori alkalmazaséval a 0 eredmény
helyesnek adédik.

1 2 .
b,,=—2+——2+~--+£2 — 0+4---4+0=0 HIBAS gondolatmenet!!!
n? n

A tagok szama itt fiigg n-t6l, ez nem véges sok sorozat Osszege, igy a Ty tétel erre mér
nem terjeszthet6 ki. Helyesen:

n 1 1
b_1+2+---+n_(1+")'§_1+n_;+ L, 0411
" n? T w7 o2 T2 2 2
1 3
W fi-nt3] _w 8-tz 8-0+0 _
n =" 3.9 |- 9 =
n?+9 142 140
=1 k5
w21 5 3n’+2n
"T\3-n 2 + 6n?
1\3 2
3 14+ — 1+ —
an=(2—") :—Zsﬂ S’ . 8B 1=—4
-n 6n2
R , \1=-2 L 1y
ey n -’-f.’m2
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@ A hatvényozasndl a szorzatra vonatkozé tételt alkalmaztuk.

n? -5 .4
@ g, = ———— sin{n*+5n+8)| — 0, mert
N e

“ndten
e anand tn
bn
5
2 1-—=
b, = o 7&2 —+ 0-1=0 és c, korlatos.
1+
=& 0 w

Néhdny jol hasznélhaté egyszeriibb tétel

@[@n20) A (@420 = (Vam—VA)]

(i) A =0 esete: .
|v/@a — 0] = /@n <, 0 < a, < €2, han> Ny(e?)
han > N(g) = N,(%) (an = 0 miatt 3 N,(¢2))

(i) A > 0 esete:
a, — A miatt AN, (e \/Z) :
lan — Al < £-VA, ha n>Na(5\/Z)

De ekkor
-A lan— Al _e-VA )
—VA| = In < =¢, tehdt N(e) = N, VA
|‘/'T" ! Ve +VA|T VA VA (€)= Nelevd)
-
@ 4,20, 8, % A = Ya, — VA tetszbleges rogzitett k € N* esetén.
Specislisan: ¢/a, — VA (bizonyitésa HF).
[ a,.=\/4n2+5n—1——\/4n2+n+3J {00 — oo alaki)
© Kénya L - Fritz Jné - Gyéri S. 13 v1.2



n?+5n—1-(dn?+n+3) 4n—4 ?
Gn = = B 4 1
VI $5n — 1+ Va2 +n+3 VinZ+5n—1+V4n2 +n+3 (a,.—>0) = (a__H,o)
1 n
- = n 2. -1
= Van? 5 1 T3 i+l Nem kovetkezik!
g T = o 41+ + - 1d4
an + dn  4n? +\/ + 4n+ An? Példaul
" a'n=:"2‘ esetén. L= -7 & —o0
n Gy 2

Vagy példaul

Feladatok
=y~ 1 .2
ap = — esetén — = (~1)"n? = b,
nf+yn—1 " n 1
1. nh—l;xolc W =7 b2m — 00, b2m+1 - —00. Tehdt ; 7‘) 0Q.
i 2 _ 2 =7
2. nlgrolo (\/Zn +5n — v2n2 4 3) =7 De igaz:
1
3. hm (VoS 3w +1- V0 +4) =7 (@>0) A (@ > 0) = (— - °°)
n—oc a"
S T3 5.3 R 1
4 fim AR -20748 ((an <0) A (an = 0)) = (a-*_OO)

n—oo IS +5n2+3

5. im (Vrf+4n? —n—vnf—n?—n+1) =7
n—o0

Ol = (g==)

Tudjuk, hogy 3 N,(e):

@ @ o00) —> (i_,o) lan — 0 = las| <&, ha n > Ny(e).
Vagyis |—1——|>1=P, ha n > N,(€) = N(P).
(B) Tudjuk, hogy IN,(P) : Wl .
ap, > P >0, ha n> N,(P). .
1 1 1
Tehdt — > — >0, h > N,(P). P = - vélasztassal kapjuk, h
ehit > >0, ba n>No(P) g voassiassal kapyuk, hogy Tovabbi hasonlé tételek bizonyithatok:
1
0<—<eg, ha n> N(P). PL %-—)0 (Jelentése: a, — 0, b, = 00 esetén %—»0)
. n
Vagyls 1 Y korlatos . o0 . .
;:—O|<e, ha n > N(g) = N,(P). s0t T—b H —+—6—>oo, 0+00 —+ 00; 00-00 = 00

{an > 0 feltehetd, hiszen csak vég% sok negativ elem lehet. Fzek elhagyhaték.) ] (Felhasznalhatok bizonyitas nélkiil.)
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Hatdrozatlan alakok:

00
—: 0-00; oo—o00; 1% o00% 0°

H bl

(=] )

Ilyen esetekben azonos atalakitassal prébilkozunk, ill. késébb kapunk egy segédeszkizt
(L’Hospital szabdly).

A limesz monoton:

@D[(@—>4, b.>B, 6.<b,VneN) = (4<B)|

@ a, = A, b, = B, a, <b, esetén is igaz az allités.

6D a,> A, b, B, a,<bs, han> N, (3 ilyen Ny) feltétel is elég.

Megmutatjuk, hogy A > B nem lehet, igy a S
trichotom tulajdonsdg miatt A < B. B A
d
Ha A > B lenne, akkor pl. ¢:= g(= A-B > 0)-hoz IN,, Np:

3 3

Vn>N,,(e)-ra |a,,——A§<5 a'n>bn7 han>max{Na,Nb}
= Ez pedig a feltétel miatt nem lehetséges
VYn>Ny(e)ra b, — B|<e Z pedig a ges.

| ]
Rendérelv:
a, =& A : ag <y < by
(b,.—+A % VneN ) = (=—4)
N(e) := max{Na(e), No(e)}
Han > N(e):
A—-e<a, <A+e é A—-c<b,<A+¢
= A-e<a, < <b,<A+e
Tehéat ¢, — A. u
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Specislis renddrelv:

D@ @) A n v x) = an o0

(ii) {an <) A (bp = —0) = ap = —©

L. gyakorlat

Néhdny nevezetes szdmsorozat (L. gyakorlat illetve el6adés)

0, hajaj<1,
1, haae=1
H [~ » ’
nll»x&a ) o0, haa>1,
oszcillaléan divergens egyébként.
lim nfa™ =0, ha |a| <1ésk € N* (~B)
P00

nlggg{/ﬁ:l, hap>0.

lim Yn=1. (=B)
n—o0
., n" .ont L.
lim — = o0} lim — = o0; lim — = oo; im —— =
n—oco nl n-»00 28 nsw 7 n-+o0 log n

Néhdny példa az el626 tételek alkalmazdsdra:

a_3n5+n2——n >3n5+0—n5_n2_+°° — - oo
" n34+3 nd+3nd 2 "

Masik megoldés:

3+1 !
5 22
n 3 4
tn = — "3" >n?-2 900 = a, &+ X©

" 1+

n
N ——’

Cn

Felhasznaltuk, hogy
et 2+ 3 = INy:¢,>2,han>N;
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@ Persze belathaté lenne, hogy b, 00, ¢, = C >0 esetén b,c, — 00.
Mi azonban ezt nem bizonyitottuk be, ezért nem hasznélhatjuk fel a megold4snal.

a,.=n4:_3 cos(n” —5) | — 0, mert

-1) < < -1
nt+3 (-1) <o < nt+4+3
4 b3
0 0
== ap —+ 0.

a rend6relv miatt

Misik megoldds: egy nuullsorozat és egy korldtos sorozat szorzatérél van sz6, igy egy
korabbi tétel miatt a szorzat is nullsorozat.

= 32n gn : 1
=gl T an CTT 73\ "
4m+3 94" 143 (%)
={=] —-o0 N e’
(4) -1

Tehat +oo hatdrértéket virunk, ezért a specilis rendérelvet hasznaljuk:

a>g" ! - 00
" 4 1+3-1

= Gy — O.

_ 22n+(_3)n—1 . 4"—'5 - (—3)” _
= gl | T 95 a7

L (2
o s \7) | 1-0_,
= o y - =
N 25.(?{) +7 0+7
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nt (L "+9
9 0+9

_ n2+9ﬂ+1 _ .
o= ops et | T o (1) - T~
n 5 + 3

Keresse meg az alabbi sorozatok hatdrértékét!

1 1 1
an = + o ——
vnZ+1 n?2+2 vn2+100

1 1 1

b ———+ .
Vvn2+1 /n2+42 vnZ+n

bn

a, +04+0+...0=0

100 darab
A (by) sorozatnal mar nem alkalmazhaté az el6bbi médszer, mivel az egyes tagok ugyan
nulldhoz tartanak, de a tagok szdma végtelenhez tart (oo - 0 alakd). A renddrelv
segitségével tudjuk megoldani a feladatot.

n 1 D DS SR 1
n 1 ViZ+n Vie+1  n 1
1+— 1+—
n k03
N — . | A
i i
1 1
= b, > 1.

i3
Bizonyitsuk be, hogy lim % =0 (aeR)!
n—o0 .

Ha a=0: trivialisan igaz.

0
Ha0<a<l: = alakii, ezért 0-hoz tart a sorozat.

0 <a" a e a a a,<a a a 11 lg_i“]a__konstans
1 '71 2 fa] [@+1 n 1 2 4 Tla'n ?

0 0
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Ha a<0:

n
= (_1)” @ - 0
N TV

korlatos

a® _ (-1)" e
nl o m

Ugyanis az (/7—1 és az {7’_ (p = 3) részsorozatairdl van szd.

Misik megoldds: a, = ¥n=¥Yn — Ji=1

an=»2£:_2"_:__5§ - 1, mert

1 /2n 205 +5n 2n° + 5n® T 3
f (\/_) 2_ \/Sn2 \/Sn"’ 2~ Ve (¥/n)

| —
3
1-1 =1 1-13=1
= a, = 1.
_ 5t
O = 9n 4 4n
J1 5 V 5n V3"+5ﬂ \n/5"+5" e B
= 3= < < = V2 -
2 4 4n 4 4n 2 4+ 4n 4n : 4
4
5 5
1 4
— a2
A

© Koénya L - Fritz Jné — Gy6ri S. 20

v1.2

Elégséges tétel (a,,) konvergencijjira:

@ (i) Ha (a,) monoton névekedd és feliilr6] korlatos, akkor konvergens.

(it) Ha (a,) monoton cskkend és alulrél korldtos, akkor konvergens.

Mornoton néveked$ esetre.

Felvesziink egy I, = [cn, dy] egymaésba skatulyszott zért intervallumsorozatot, ahol

¢,: mindig a szadmsorozat egy eleme és

d,: mindig fels6 korlat.
fgy az (a,) sorozat elemei véges sok elem kivételével a [c,, dn] -ben vannak. A Cantor
axiéma szerint az I, intervallumok metszete nem iires. Vélasztunk a metszetbSl egy
elemet, errél beldtjuk, hogy a szdmsorozat hatdrértéke. Mivel a hatdrérték egyértelmd,
azt is beldttuk, hogy ebben a specidlis intervallumsorozatban egyetlen kozds elem van,
mert az intervallumok hossza 0-hoz tart.

Részletesen:
a; < ap, < K 3K (a korldtossdg miatt) § 31
— — it
Iy = [co, do] := [a1, K] ) o= ar K =dy
+
=9 : do

Ha F, felsé korlat, akkor ¢; = ¢, di = Fi, I =[e1,d1] := [co, Fi]
Ha F nem felsé korldt: Jay,, > Fy és ekkor ¢; = ap,,dy = do, Iy = [c1,d1] := [Bn,, do]

F, zzﬁjﬂ

2
Ha F, fels6 korlat: I = [cp, da] == {1, F2)
Ha F, nem felsé korlat: Jay,, > F; és ekkor I = [an,,d1].

Stb.
ﬂ I, # @ (Cantor axiéma), tehat 31 € ﬂ I,. Cm  dm
I
Belatjuk hogy hm a, =1. l—¢ 1 l+¢

Py

! <&, ha n> N(e). Az el6zbek miatt

I, hossza: dy,—c, < K-

0<l—cn$dn—c,,<e és 0<d,—1<d,—cp,<e, vagyis
l—-e<c,<d,<l+e, ha n>N(e).
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Mivel ¢y, = @p,, 6 (an)

Cm = 0Gn, < dn, ha n>n,

és  a, < d, (felsd korldt) Vn =

l—¢ <cp=@ay, <63 <dnp <l+e, ha n>n,=N()

Tehat valdban lim a, =1I.
N-+00

Példak rekurziv sorozatokra

A rekurziv megadéasi szamsorozatok konvergencidja sok esetben vizsgilhaté az el6z6

elégséges tétel alkalmazasdval. Erre mutatunk most néhdny példat.

a1=§~; an+1=3:aﬁ§

Konvergens-e a sorozat? Ha igen, mi a hatdrértéke?

n=12,...

a; = 1,33 >0y =

Sejtés: (an) -
Bizonyitds: teljes indukciéval.

1. a; > az > a3 teljesiil
2. TYh. ap-1 > ay
3. Igaz-e:
3+a2 ,
4
2. miatt a,.-1>a,.2%>0
= al_;>al

3+a2_;

— 1

2
3+ (3)
— = 1,194 > a3 = 1,1067

? 3+a?
>%+1=T

=> 3+dl_>3+a

3+a

= > =
[ COn+1 1

Tehat a szdmsorozat monoton cstkkend és alulrél korlatos (hiszen a, > 0)

© Koénya I — Fritz Jné — Gyori S.
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= (an) konvergens, és fennall:

2

A= lim a, = lim M
n—oo n—00 4
3+ A2

A= 4

A'—4443=0 = A=1 vagy A=3.

4
A = 3 nem lehet, mivel a, < a; = 3 ezért a, nem esik a 3 szadm pl. 1 sugard
kérnyezetébe. Igy A= lima,=1.

n—00

a =1 Gpy1 = V6 + a3 n=12,...

Konvergens-e a sorozat? Ha igen, mi a hatarértéke?

(an) = (1, 2,646, 2,94, ...)
V6 + a, > 0 miatt a sorozat elemei pozitivak ((ii)-ben precizen megmutatjuk).

(i) Ha a sorozat konvergens lenne, akkor létezne
A= li_{n ay = li_)m V6Fa,1 =V6+A4, vagyis A?—-A-6=0.
n—o0 n—oo
Ebb3l A =3 vagy A = —2 lehetné. a, = /6+Fap-1 >0 miatt A= -2 nem
lehet. fgy csak az A = 3 johet széba.

Sejtés: (an) .
Bizonyitss: teljes indukcidval. (Egyidejiileg belatjuk, hogy a, >0.)

—_
=
=

Rl

O0<a <ax<ag igaz.
Tegyiik fel, hogy 0 < ap-1<ap.-
Igaz-e, hogy

? ?
0<y/6+ap-1 =0, <@yy1 =V6+ay,

Az indukci6s feltevés miatt 0 < a,1 <ay,
= 0<0+6<6+a,1<6+a, (ay>0 miatt)
= 0<6+a,_1<+b+a,

Vagyis 0<a, < Gpy1-

Teh4t a sorozat monoton novekedd és elemei pozitivak.
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(iii) Létezik-e K fels6 korlat? K-nak most célszerii A-t vilasztani. Teljes indukciéval
belatjuk, hogy a,<3 VneN:

a1 < 3 teljesiil. Tegyiik fel, hogy e, < 3. Ekkor
Gpi1 =V0+a, < V6+3=3.
Tehét (a,) felilrdl korlatos.

(iv) Vagyis (an) 7 A (a,) feliilzél korlatos — 3 '.1_1{{.10 a, = A.
Lattuk, hogy A =3 lehet csak.

@ A monotonitds méisképpen is beldthaté:
?
0<a, < p41 =V6+a,

?
_al < 6+ay

?
aZ—a,~6<0

Ez igaz, ha -2 < a, < 3, de ezt még be kell bizonyitani. -2 < a, trividlisan igaz
(an > 0 miatt), a, < 3 pedig teljes indukeciéval bizonyitand6.

a = ~3; a,,+1=5_—6a;; n=1,2,...
3

Konvergens-e a sorozat?

Monoton csékkené-e?

—6a® ? ?
5 1;“" < a,, amib8l 642+ 13a, —5 > 0.

n+1 =

5 1
2 - -— —_—_— =
(69: +13z-5=0, z2 27 3)

1
Tehat monoton csokkend, ha a, < —g, vagy an > 3
Most teljes indukciéval beldthatd, hogy a, < -3 ( < ——Z— ) (HF)
Tehat a sorozat monoton csokkend a —3 kezdGértékkel.
Ha a sorozat alulrdl korlitos lenne, akkor konvergens lenne, és a hatarértéke:

5 — 642 5 1
A= —" ™ —— = - .
3 A 3 vagy A 3 lehetne
© KoényaL - Fritz Jné - Gyéri S. 24 vi2

Mivel most a, < ~3 Vn-re => (ap) nem konvergens, vagyis alulrél nem korldtos
= VM-hez dng, bogy an, <M.
Mivel (ap) \(, ezért a, <ap, <M, ha n>ny, tehdt lim a, =—00.

n—00

Egy kitiintetett szdmsorozat

1 n
@ en = (1 + ;) korldtos és * = (ey) konvergens.

1. Korlatossig (a binomialis tétel felhaszndlassval):

(B @) g 4

k=0

n

=,1+1+Zl 1=y (1-2). ikt

: k! n n n
k=2 Moot e N s’

0<<1 0<-<1 0<ee<1

| |
<1+1+ZF=ZF:=S"
k=2 k=0

De (s,,) feliilr5] korldtos, mert

—1+1+1+ L +---+ ! <141+ 1+1+1+ +1 :
Sn = 1-271-2-3 1-2.--m 9 92" 93 gn-1 ]

1= AN
—2+§"—1—:—%——-—3— 5 <3

1\" ~ 1
4 =[(1+Z2 ":E — .
Tehét e, (+n) < §, 2 k!<3
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2. (e,) monoton né:

1 \" a1y 1
wn=(1+31) =X (")

— =
prars {(n+1)

n+l

£ (-2 () (-50) -

n+1

n+1

2.1 1 k-1 n+1 1
=2+2 5 ﬂl‘m)"'(l-m) (7))

1
>1-1

£ (-9 (-5 o

" Tehét epy1 > €. Mivel (e,) /7 és korldtos —> konvergens.
A sorozat hatarértékét e-vel jeloljiik.

1 n
e:= lim (1 + —)
n—o0 n

A fentiek miatt: 2 < e < 3. Beldthat6, hogy e nem racionalis szdm, tovébba:
1 =1
e=limsn=lm> g=3 5
Néhdny e -vel kapcsolatos példa:

S4nt+6
o = (1 + ;)”

nd+n+6

1 n 1 n—6 1 6
a,.=(1+ ) =(1+—) (1+ ) — e-1=¢
n—=6 n—=6

n+ 1)+l

>

— e, ugyanis (e,) egy részsorozatrél van szé.

© Konya I — Fritz Jné — Gydri S. 26

+6n+1 +6n+1

e R

n+4 n+4 =

. _(n+3)n—2 _ (n+4_1)n+4-«6 5
n = = { —

- -1 n+4 1 o
= — —F €
n+4 (n+4

5
n+3)

4
1+-=
Felhasznaltuk, hogy ntd_ n o
n+3 1 3
.+. —
n
Misik megoldés:

2\
an+2\"| (1+2_n) e
= \m+9) |7 o\ & ¢
(+5)
2n
© Konya L. — Fritz Jné — Gy6ri S.
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Keresse meg az alabbi sorozatok hatérértékét!

L3\ (e (1" N tias
"“\smz-2) * T \aw-2) ° T \@e-z) “\3n? 2

.

by = (ag)®? = b, > A3=¢°

cn=(az)*> 8" ,ha n>N; (g, — e miatt AN,) = ¢

o0

dy= ¢a, = 3IAN;: n>N, esetén
Yed-0,1 <d, < Y2 +0,1
N e’ Ny s’
4 1
1 1
= d, = 1.
Feladatok

1. Keresse meg az aldbbi sorozatok hatérértékét, amennyiben azok léteznek!

8n—1\" . _(3n-1}" _ {4 -1\"
n+2) 0 " \amrz) 0 "7 \Gn+t2

3 n3+8 nd—2 né nd—2 n?
n3+1) ’ b"=(n3+l) ’ c,.=(n3+1)

E
|
(X
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2n? + 3\ H
N o o
b) n]'ggo (Zn2 + 4) ’
3. Gyakorlé6 példak rekurziv sorozatokhoz:
a) a1 =2 @p1=1+/a,

1
b) a1 =g; Oni1l = 0o — G
(['Itmutatés: Gpt1 = gl — a,), €ldszér 0 < a, < 1-et mutassa meg.)

<) a1=§; an+1=m
a, +3-3 3
Segitség: = =1~
(Segitsdg:  ania = —5—— - 3+a")
1 1 d,
.d) o =3 a,,—2+ )
aZ+6
e) ay =4 G = "5

f) a1 =5 @n =420, 145

@ [Minden sorozatnak van monoton részsorozata. .

,,csﬁcs”: @, csiics, ha Vn > ng-ra ap < ag, |

1. 3 végtelen sok cstics =—> van monoton csokkend részsorozat, hiszen ezek a
csticsok monoton csbkkend részsorozatot alkotnak.

2. Véges sok csidcs van (esetleg nincs is).
a,, : a legnagyobb indexti csiics utdn kovetkezd elem. (Ha nem volt: a,, = a,.)
a,, nem csiicselem.
sy > 51: a,, > Gy , killonben a,, csics lenne. a,, sem csiicselem.
Js3 > 82 Gg = 0, , killonben g,, csiics lenne.

Stb. fgy kapunk egy (an,) /* részsorozatot.
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Bolzano—Weierstrass kivilasztisi tétel:
@ lKor]a'.t,os sorozatnak van konvergens részsorozata.]

2 n

Az el6z6 tétel miatt 3 monoton részsorozat, és mivel ez korldtos = konvergens.
n

@ A raciondlis szdmok Q halmazdban nem igaz a Bolzano-Weierstrass kivalasztdsi
tétel. Legyen (b,) = (1, 1,4, 1,41, 1,414,...) — V2¢Q, b, €Q.
(bs) C [1,2], azaz korldtos. (b,) minden részsorozata v/2-hoz konvergdl, teh4t nincs
(bs)-nek olyan részsorozata, amely egy Q-beli elemhez konvergilna.

sz

Sziikséges és elégséges tétel szdmsorozat konvergencidjihoz

Cauchy-féle konvergenciakritérium :

@ Az (a,) szamsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Ve > 0-hoz A M(e) e N

|am —an| <€  Vn,m> M(e) esetén

(=B)

@ Mi4s megfogalmazésban:

|@nsx —anl <€ V> M(e), Vk €N esetén

A tétel azt a tényt fejezi ki, hogy konvergens sorozat elemei egymashoz is tetsz6legesen
kozel vannak, ha indexeik elég nagyok. Ezt a tételt haszndlhatjuk a konvergencia bi-
zonyitasara akkor is, ha a hatérértéket nem ismerjiik.

@ Az (a,) szamsorozatot Cauchy-sorozetnak nevezzik, ha Ve > 0-hoz I M (e):

lam —anl <€, han,m>M()

A Cauchy-féle konvergencia tételt megfogalmazhatjuk a kivetkez6képpen is:
Az (a,) szdmsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy sorozat.
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@ Q-ban a Cauchy-sorozat nem feltétleniil konvergens.
Példaul  (ap) = (1, 1,4, 1,41, 1,414,...) — V2 ¢ Q.

Az (ag,) Cauchy sorozat, mert |a,4x—an] <107V =¢, ha n> N, k € N tetszleges.
Nincs olyan Q-beli elem, amelyhez (a,) konvergdlna.

Egy fontos példa

"1 101 1
3n=§E=l+§+§+...+;

Bizonyitsuk be, hogy lim s, = 00
n—o0
sv=ltielipt
¥To T3 N
soy =l s b = ) +L+ +o0
WEET g N N+1 N+2 2N

N-et akdrmilyen nagyra vilasztjuk:

! =t e > N =
SN TSNIZ N 2N INT 2
tehdt nem szorithaté £ ali, ha ¢ < . Nem teljesiil r4 a Cauchy-féle konvergencia

2
kritérium ==  divergens.

Mivel (s,) »* = s, = 0.

Torlédasi pont

(D) Torlédssi pont (siirfisddési pont, sfirisddési érték):

te R, ill. t =00, vagy t = —oo az (a,) torlédési pontja, ha minden kirnyezete a
sorozat végtelen sok elemét tartalmazza
(Tehdt 1étezik olyan (a,,) részsorozat, amely t-hez tart.)

.
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( +oo kornyezetei (P, 0o) alakiiak, ahol P € R. —o0 kdrnyezetei (—oo, M) alakiiak, ahol
MeR)

@ (an) valds szémsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha pontosan egy valés szdm
a torlédasi pontja.
"li)m a, = +o0o akkor és csak akkor, ha t = co az egyetlen torlédési pont.

00

©

i @ S :=(a,) torlédasi pontjainak halmaza.
@ Ha a torléddsi pontok halmaza feliilrél korldtos, akkor 1étezik legnagyobb torlédasi
pont. (—=B)

@ Limesz szuperior:

legnagyobb torléddsi pont, ha a torlédési pontok halmaza
feliilr6l korldtos

: Rl
lim supa,, = lima, := ~00, ha S =0 vagy S = {~o0}

o0, kiilonben

@ Limesz inferior:

legkisebb torlédési pont, ha a torlédasi pontok halmaza
alulrél korlatos

. jel ..
liminfa, = lima, := oo, haS=0 S = {o0}

—00, kiilénben

@Haa lim ¢, = Tima, = lime, = lim a,
n—oa n—>00

la,,=2(_‘)""; fima, =?, lima,="?

Ha n péros: a, = 2" — o© (Részletezve: n=2m: agpm =22 =4™ — o0)

1
Ha n pératlan: g, =27" = 2—1,7 =0 (n=2m+1l: a4y =2 @D = 7 0)

fgy a sorozat torléd4si pontjai: 0, co = lima, = o0, lima, = 0
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Adja

n? +n? sin (nz)
Gp=————27
202 +3n+7

meg a szamsorozat torlédési pontjait! Timay, =?,

lima, =7

n értékétdl fiiggden hdrom részsorozat viselkedését kell vizsgalnunk.

Ha n=2m :

Ha n=4m

Ha n=4m

sin (n§ =0, ezért a kapott részsorozat:
_ n? N 1

T2 4+3n+7 2

+1: sin (ng) =1, ekkor a részsorozat:

Gn

2n?

= —— 1
2n24+3n+7 -

Qn

1
—1: sin (ni) = —1, igy a részsorozat:

an=0 — 0

Tehst a torlédédsi pontok halmaza: S = {0, % , 1}

fma, =1, limay, = 0
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