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1. Fiiggvény hatarértéke |f(z) — 3| <& ha 0 < |z — 27] < é(¢) () =?

V2)’ + 397 +3° — 27 - 27
(D) Figgvény: egyértékis relécis. |Vz - 3| = |(¥= - 3) Eﬁzizﬁiy - = 2]’” | <k 5 l<c
T z v 3 9
f: D;f — R; Vz € Dy C R-hez hozzdrendel pontosan egy y € Ry C Reet. 2t + 3z + ‘ z>0
(= f(=) Innen |z —27| <9, igy 6(c) < min{9,27}

Dy: domain, értelmezési tartomdny (ET); R;: range, értékkészlet (EK).

(Jelaljik f : R —» R médon is.) (27 az = > 0 megkdtésbil szérmazik.)

I Bizonyftsuk be, hogy il_lg} (#2—z+5)=1 ]

If(z) ~ 11| < g, hal< [z -3 <d(e) &(e) =7

Korldtossdg, parités, monotonités, periodikussdg, néhdny figgvény: ... (L. eléadds!)

® [Azt mondjuk, hogy Iim /() = 4, ha o451l —z—6=|c-3z+2 < [z-3/-6<e
—(-2)| <6
e 1z, torldddsi pontja Dy-nek, ) |a:—8(< :r:)|<<4

e Y& > 0-hoz 34(¢) > 0, hogy
Tehdt |z 3| < %, vagyis 4(e) < min {%,1

(A vizsgélatot leszlikitettik a (—8,4) intervallumra. A vizsgélt zo =3 pontnak ezen
|fz) — Al <e, ha O <|z—=o| <d(e), z€Dy . intervallum végpontjaitél valé minimélis tévolséga. 1, tehdt & nem lehet 1-nél nagyobb.

(Azez (z) € Kz, ho = € Kuog 0 Dy) Ezért keriilt be a képletbe 1.)

H helmogra szorfthozé hatirérték: ha;ln'l‘azra szorftkozé hatdrérték: . . Bizonyitsuk be, hogy  lim L4l =-1
az el6z8 definfcidban a Dy — Dy N H helyettesftést elvégezve kapjuk a definicidjét. 21—z
Jobb oldali hatdrérték: H = (zo, 00) If(z) — (-1)| <& ha 0 < |z — (=2)| < é(¢)

Jelolése: z_liglw flz)= :Ezn:+ f(@) = flmo+0)
Bal oldali hatdrérték: H = (—oo0, zo)
Jelblége: lim f(z) = lim f(z)= flzo—0)
z—zg—0 Z—zg—

2z +1
l—-=z

9% -
+1]= +1+1-z

|z + 2| jz +2|
= —— < £

l-z Tz 1]

lz—1>1
(z<0)V(z>2)
A definfcidkbdl kdvetkezden lin;pl., f(z) akkor és csak akkor létezik, ha 3 f(zo—0), f(zo+0)
: b ; . < i
és f(zo — 0) = f(zo +0) (véges). r([;hitz,'”; tjl ;f&?;’ﬁ‘s 4(¢) < min {¢,2}

(T) Cauchy kritérium (—B)
zll’rgo f(@) =A < Ve>0hoz 38(e) > 0 : 21,23 € Ky 5 esetén |f(z1) — f(zm)| < €.

Feladatok:
A definiciéval mutassa meg, hogy
1. liné\/Zz +5=3
z—!

2. lim (s + 22) = 3

I Bizonyftsuk be, hogy 2151217 VZ=3
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3 ll—rvx}sﬁ—g_g

1.1. Sziikséges és elégséges tétel hatarérték létezésére

Agviteli elv:

lim f(z)=A = Vz, - zora f(z,) > A
z—zo
Z, € Df
Tn 9é Zo
(P &llitds) (Q liftés)

1. Szikségesség (P = Q) :
Teljesiil: |f(z) — A| <&, ha 0 < |z — x| < 8(c) és ”1_1_,11010:1:,. = zq.
Be kell I4tni:
f(za) — A, tehdt Ve > 0-hoz I N(e): |f(zn) — Al < &, ha n > N{g)
Algoritmus:
e—8e): |f(z)— Al <& hal <z — 0| < d(g)
&() > Ni(6(e)):  |Zn — o] < 6(g), ha n > N1(8(e))
De ekkor [f(zn) — Al <€ han > Ny(d(e)) = N(e):= MN(6())

2. Elégségesség (Q => P, ezzel ekvivalens ~P =—> —Q) :
Vz, — zo-ra f(z,) — A.
Kdvetkezik-e ebb8l, hogy Ve > 0-hoz 34(¢):
If(z) — Al <€, hal < |z -z <6(e) ?
Indirekt médon bizonyitunk.
Tth. J& > 0, melyhez nincs §(g). Tehdt minden 6 rossz. Pl § = % (meNY)is

rossz, tehdt Iz 0 < [z — zo| < %, de | f(zm) — A] > &. De ekkor lenne olyan
Ty — To pontsorozat, amelyre f(z,,) /A Af
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1.2. Végesben vett hatarértékek

1. zli’rgof(:zt)zA

2. lim f(z) = f(ze+0) = A

z—Tg+0

3. I>_l’izm_0 f(@) = f(zo—0)=A

Ve > O-hoz 3d(e) >
0:

1f(z) — Al <&, ha

1. zli'nzxo f(z) = 400

2. lim f(z) = +oo V> 0-hoz 35(0) > 0:
z—z0+0 f(-’l?) > Q, ha.

3. lim f(z)=+oo

T—20—0 J

L0<|z—xpl <6

(zo—6 <z <z +6)

L 0<z—20< 4

(o <z < zg+9)

<z —39<0

(zo — 6 < z < zg)

.0<jz—mz0] <6

(zo—06 <z <20+ 4d)

L 0<z—z< 6

(zo<z<zZ9+9)

. —0<z—x9<0

(zo -0 <z < zp)

.0<jz—z| < ¢

1. mlgr;gf(z):—oo ) (zo ~6 <z <zp+4)
2. lim flz) = —o0 VQ > 0-hoz 34(Q) > 0: L 0<z—20<d
weot0 f(z) < —, ha (zo <z < zo+4)
3. z_l)izx'p_of(z)z—-oo J . —6<z—29<0
’ (zo — 6 < z < zg)
o0
lim —— = oo
7340 6 — 2
L <-1 = 1 >0>0 = 0<z—3<i~6(&‘2)
62z 2 —6 20
lim L:—&—oo
z3-006 — 2%
11 > Q0 = 2(3—z)<i = 3——x<-1-—6(ﬂ)
6-2c 23-1), Q M
—z>0
—6(9)—~~—L< -3<0
Tt
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1.3.  Végtelenben vett hatdrértékek

lim f(z)=A Ve >0-hoz 3P(e) >0:
Z-+00
zlif_““,f(z) = A Ve >0-hoz3P(e) >0:

zIingoj(:l:)=—i—<>o VYQ >0-hozIP(Q) >0:
z}l?olof(z) = —00 V> 0-hoz 3P() >0:
m_lir—nwf(:t:) =400 V>0hoz3IP()>0:
z&lllwf(z) =-00 VY>0hoz3IP(Q)>0:

1f(z) — Al <&, haz > P(e)
|f(z) — A] <€, haz < —P(g)
f(z) >Q, haz > P(N)

fz) < —Q, ha z > P(0)
flz) >0, haz < —P(Q)
flz) < —Q, haz < —P()

@ Az dtviteli elv mindegyik tipusra kiterjeszthetd. A rendérelv is alkalmazhatd.

Jim 2223

|f(z) — Al < &, haz < —P(g)

mlw

3z+3 3‘ 6:t+6—(6:1:—3)‘

2—1 2| iz —2

l4z 2~

9
= |4z—2[>;

9
8 _2
:c<0miatt—(4z—2)>g = —4x>§—2 = z<-—-£—=-P()

ICRCIEXGH

U(%?rams
D =nro00 (neN) f(zZP)=0-0

(2)

zli»gloo :z:il-'}-}l =0

A rendérelv segitségével:

IA

—
IA
8

C>4—+

%+

D— O

{=} 1

[u—y

4

1 1 1
T =n+5 00 (neN) f(zg))=5—>§9é0

{=}

241

— (0, ha z — +oo0.

1.4. Feladatok

1. A megfelelé definiciéval mutassa meg, hogy
a) lim (322+1)=
z—too

. z—3 1
b) im e ra=3

1
%) zLZ:I:O (z—-2)° =00

. 1
N gyl

. 32
LN
f) lim 422+ 3z +5=00
00 .
2. Mutassa meg, hogy az aldbbi hatérértékek nem léteznek!
a) lim cos 1
z—0 T
b) lim cosz?
00
2
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c) lim [sin’ z]
d) lim f(z), bha f(5) = { 2, heErec
T2 ! —? , ha z irrac.
80
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1.5. Miiveletek fiiggvények kérében

(ef)(z):=c-f(z}) ceR
(f +9)(=) = f(z) + 9(=)
(/- 9)(=) = f(2) - 9(=)

H@=18 @+

(£ 0 9)(z) := f(g(=))
Pl f(z) =2% g(zr)=sinz (fog)(z) =sin’z; (9o f)(x) =sinz?

A hatdrértékekre vonatkozé tételek:

D [Ha Jim f() = A & lim g(z) = B, akor
3 lim (cf)(@) =c- 4 (=ec- lim f(z))
3 Jim (f+9)@) =A+B

3 Jim (/- 9)(a) (= Jim, /@) o(2)) =
3 lim —-(:z:)-——li ha B #0

220 g

A szémsorozatokra vonatkozd hasonlé tételek alapjén. Pl. az Gsszegre:
A feltételek miatt:
Vi, — 2o (ZTn # To,Zn € D;) sorozatra f(z,) = A, g(zn) — B
=3 V ilyen z, — zora: (f +g)(zn) = f(zn) + 9(zn) > A+ B. Stb.

(M) A tételek kiterjeszthetdk minden hatérérték fajtéra a szémsorozatokhoz hasonléan.
Ugyanazok a hatdrozatlan alakok is.

2 1\2 _

P 1im C Y -1 E Tt @120
z—=1 z—1 Z—+1 ot L — 1 N s
YT

0 4
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l' 22 -5z 46 - Iim 1 -3 z-2
zl—I>rilS (x2 9)2 z—»3z—3z—3(z+3)2

1 -3 z-2

B Py DR
N N v e
! i !
+oo 1 2
lim 1 -3 -2 oo
2—33 0z—3 z—3(z+3)2
N s Nt s e
1 1 1
—o0 1 1632
lim 2 -5z +6 — =400
z——3 (z2—9)2 é -
30
z \/4+a:+2 fim £
lim = (v4 2} =4
. —*0\/4—4-9: ST I Ve g (VAFE+D)

lm bl = lim —TH% 0
= =
z-rtoo 32 +6 z—+o0 &zﬁ/ 14 x .

=t—>0 l
1
N I | L2 1+ L
@) tm B v U W v s sl
T—2O0 Z—TO0
\:1\_}’_,
s
1

9222 222 1-%
lim ———= lim £ = Foo
o 3 +6 3z 172

z—Eeo
g S==——
=—3T l
! 1
Foo
lim (—2°462°+22% +3) = lim —2° 1.8 .2 3 = Too
z—+oo z—+oo 4 z7 -'Eg
N—— —
1
1
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. . 2 + 3z + 8 — (z? + 6x)
I T3z 18~ VT 1 62) = lim — =
Jin (VP 4318V 1) = In —mmmee e

—3z -2 1 3
= lim —= = =(F3) — =7T=
N CIRRVIEE ERC Ry 1+ 2

1.6. Folytonossig

Zo: az értelmezési tartomény belsd pontja (3 Kz, C Dy)

(D)[ £ tolytonos zo-ban, ha 3 f(zo) é Ve > O-hoz I4(e) > O:

1£(z) — f(zo)| <&, ha |z —zo| < é(e)

Ezzel egyenértékii:

f lytonos zoban, ba 3 f(an), 3 lim, f() é lim 1(6) = fe0) (= 1(Jim =)

(Tehdt a folytonossédgi helyeken a hatdrdtmenet és a fiiggvénymiivelet felcserélhetd.)

Jobbrél folytonos f zg-ban, ha :  f(zo) = fzo +0)

Balrdl folytonos f zg-ban, ha : f(zo) = f(zo —0)

Beldthatdk a kovetkezd tételek:
@ Ha f illetve g folytonos zg-ban, akkor

c-f,f+9,f9és g(zo) # 0 esetén % is folytonos zg-ban.

@ Ha g folytonos z¢-ban és f folytonos g(zo)-ban, akkor f o g folytonos zg-ban.

1.7. Szakaddsi helyek osztalyozisa

Ha az értelmezési tartomédny belsd pontjdban f nem folytonos, akkor a szakadéds lehet:

© Kénya I. — Fritz Jné — Gydri S. 9

1. Elséfaji szakadds

a) megsziintethetd szakadds: f(zo +0) = f(zo — 0) (véges), de # f(zo) vagy

35 (zo0)

b) véges ugrds: I a véges f(zo +0) és f(zo — 0), de f(zo +0) # flzo —0)

2. Mésodfaji szakadéds (lényeges szakadds): minden més szakadési hely

Milyen szakadéss van 7 = 1-ben az oldbbi Figgvénynek?
f@) = 24— 522 + 4
24— 20+ 10z% — 182+ 9

-5 44 =(2? - D)2 -4 =(z- D+ 1){Ez"-4)
A nevezdnek is gySke z = 1, ezért kiemelhetd beldle (z — 1).

(*— 22 +102° — 1824+ 9): (z— ) =2 —2> 4+ 92— 9

A hényadosnak még mindig gydke £ = 1, fgy: (2® —2? 4+ 92 -9): (z - 1) =22 +9.

Tehdt
1 z—1 (z+1)(=2-4)
f@&=7 71 _2+0
N’ S ind’ esmsmsesstm e
I =1 i
+o0 —%
zlirlniof(z)=:}:oo :  z =1 mésodfaji szakadds
Ho! és milyen szakaddsa van az aldbbi figgvénynek?
1 1
e e haz < —
ey Tary  hetsl
fl@) =
— gl pdr 4
——, haz>-1
1—g?
Dy =R\ {-2,1}

z=-2:

Haz < -2: f(z)= ! ;EO = f(-2-0)=0.

&+2) Tz+2
1
— < -1: 2 e e —— ——
Ha 2<z<-1: f(z) :z;+2+z+2 porag
fgy = = —2 Knyeges (mésodfajd) szakadés.

= f(-2+40) = +oo.

© Kénya I. — Fritz Jné — Gy®6ri S. 10
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z(—.1:+1)-+-4(z—1) 1—z 2?4

Haz>-1: flz) = —z)(1+2x) T1-z 142

z=1:
fA+0)=f1-0)= —5 : z = 1 megsziintethetd szakadds (Af(1))

z=-1:
F(-1-0)= f(-1) =2

11—z, 4 1
f(—l +0) llnll+01—'— z —4 m = 00
i X
3 |
~+o00

Tehét £ = —1 mésodfaji szakadés.

Mutassuk meg, hogy

z, 2%, 2%, Pol@) = auz™+ -+ +ag

mindeniitt folytonos!
L. el8adds!

Feladatok

1. a) lirin (\/x2+3—\/z"’+az+1)=? acR,a>0

b) lir_n z(\‘/z4+az2+2—\‘/z4+b:t2+1)=? Va,bcR

_—7
2. a) E%li {z} ?
b) lll;lim
sin{mz} o
c) al:—»O {z} )
1 1
. —9 5
5t <¢z2 T z—2) '
4 &) lim v2z+34+vz+2 =7
) Zo—1+ \/_ Viz+4
Viz+1+1
b) lim —mmme =7
z—-1+ /3x+4—1

© Kénya l. - Fritz Jné — Gydri S. 1 vl.l

vei2-v—=z _,

c) lim Ver2—V-z
¥i-2
9 Jo, VE =
V-1 _, iy 12 T
€) ll—% T (Prébélkozzon u = ¥/x — 1 helyettesitéssel!)

5. Milyen tfpusi szakaddsai vannak az

Z2—z-N
e — 12z 1 35) (z 1 4)

figgvénynek?
6. Milyen tipusi szakaddsa van £ = —1-ben f-nek?

fz) = zt + 222 -3
7 7442238 - 312 -8z~ 4

7. Hol és milyen tipusi szakadédsa van f-nek?

(P42 -8)(z+9)
f(z) = |22 + 3z — 10| (z2 + 5z + 4)

1.8. Egy nevezetes hatarérték

Q)

sinz
lim
z—0 g

=1

sinz

péros, elég f(+0)-val foglalkozni.

Mivel f(z) =

Legyen0<z<§:

Troan < Troso < Toasa

1~sinz< 12-z< 1-tgx
2 2 2

© Kénya I. - Fritz Jné — Gydri S. 12 vll



Mindkét oldalt i > (-val megszorozva:
sinz

z 1
1l <—<
sinz cos T
L !
1 1
z . sinzx . sinz
— $H1 = lim —=1= lim —
sInx 40 z——0 T

@ Tehét z € (O, 7—r)-ben sint <z == |sing|<|z| Vazre

2

i Locos2e . 2ein’z 2. (sinz)? 2
zl—r»r%) 3z2 _zl—ElO 3x2 _§=I—I>no z -3
N st

!
12
sin3z
K sin3:z:__1, 3z ~3:::_§
zl—%sinZz' = e En 2z 2
-2z
2z
z - r_
lim (E—:z:)tg:t::lim2 . ing = lim 2 ud
z—X \2 z—% COBZ z—% COBT
l u
1
= lim = lim -u = lim .1
“—’Ocos(u—{-%) u-0 —sinu  w—0 sinu
u
Feladatok
— tg4
1 lim L2S8E _, 4. lim 22 9
z—0 T z-+0 tgz
9 lim sinﬁ sin\‘/F:?
z—+4+0 SIN NT
., tgzx . z—8in2z
Er_, : . lim ————— =7
3. ll—% z ’ 5 zl—r»r(l)a:+sin3:z:

?

© Kénya l. — Fritz Jné — Gyori S. 13
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:E—sm2:z_?

6. lim ————— =7 12. lim —
z—00 T -+ 8in 3z z—0 sin°x
z2 sin — . tgzr—sing
7. lim L 7 13. lim = =
z—0 sinz z=0 z*

8. lim «* (1—oosl) =7
THOO z

tgz —sinz

z

z .
COS == — SN =

2

14. tim —2
7 cos T
9. lim YoEZ=1 _, ’
=0 z sinz
o 15. lim =7
10, i YoBZ 1 _, Tw =T
z0  gin?3zx
_ 1—
1. lim =52 _, 16. lim —=85% _

0B pl—1

17. Hol és milyen tipusii szakadésa ven az

z—f br—m

_ (z?+3z+2) sinf2— |

?

?

?

e 2
" figgvénynek?
18. Hol és milyen t{pusi szakaddsa van az alébbi figgvénynek?
1 1
e o ——— <
|z + 3 +:z:+3’ haz <0
flx) = .
loosva  ss0
tgz
00

2. Folytonos fliggvények tulajdonsagai

Néhény definicié:
@ f folytonos (a,b)-n, ha ¥V z € (a,b) -ben folytonos.

?

@ f folytonos [a, b]-n, ha folytonos (a,b)-n és a-ban jobbrél, b-ben balrdl folytonos.

(D) b € H belsé pont, ha 3K, : Ky C H
(D) h hatérpont, ha VKyra KaNH #0 és KnnH #0

© Kénya I. - Fritz Jné — Gydri S. 14
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(D) k kiils5 pont, ha 3Ky : KynH =10

@ Nyflt halmaz: minden pontja belsé pont

@ Zért halmaz: a nyilt halmaz komplementere

@ Kompakt halmaz R-ben: korlétos és zért halmaz (R™-ben is érvényes a definicié)

@l Ha f folytonos zo-ban és f(zo) > ¢, akkor 36 > 0: f(z) > ¢, ha x € Kypp. I

\C
9(@) = f(z) ~ ¢ c

J N

g is folytonos zg-ban és g(zo) > 0.

Bizonyitandd, hogy 3 K, s: A+te
9(z) >0 Vz e Kgypra. A= g(zo)
— fo miatt = g(zo
A = g(zo). A folytonossdg miatt: i / 9(z) = f(z) —c

~/
4 N

Zo
9(z) — g(zo)| = |g(z) — A} <&, ha |z — zo| < d(e).

A A
s-—2——>6(5),hogy

A A A A A
Ig(z)—A|<-é-, azaz 0<E=A—-—2-<g(z) (<A+-5) , ha |I—$o|<6(5>.

Tehét ittg(z)>%>0 = f(z):g(z)+c>c+5>c_

@ Bolzano tétel:
l Ha f folytonos [a,b]-ben és f(a) < ¢ < f(b), akkor létezik £ € (a,b): f(€) =¢ l

1. ¥pés:

a+b

, I = [a1, by]

Haf(“—;—b)>c = a1=a,b1=
ath a+b

Hof () <c = a=——, bi=b Li=la,b]

Haf()=c = ¢= “;‘b. Ekkor vége az eljérdsnak. Egyébként

© Kénya L. - Fritz Jné — Gyé6ri S. 15 vl.l

a-b
flo) <c< fG), (@B L lan—bi=150
2. 1épés: Megismételjik az eljirdst I1-re, igy kapunk egy Is = [ag, by] intervallumot:

flay) <ec< f(ba), [a,b]2 11D, |ag—ba|= e , vagy megkaptuk £ értékét.
Ha ¢-t nem kaptuk meg, folytatjuk az eljérdst.

n. lépés:

flan) <c< f(ba), la,bDLiD---DI,
(]

A Cantor-axiéma szerint: 3€€ (| I,, é lan—bn|=
n=1

420

o0

la—b 7
r

0<|an—¢&| < |an—bn| = ﬂlim a, =§ (rendérelv)

0
0<|bn—¢€| < |@n—bn| = 1}1_1&1),, =¢ (renddrelv)

0
f folytonosséga és az dtviteli elv alapjén:

lim f(an) = (&) = lim f(5)
Mésrészt & sorozatok hatdrértékére vonatkozd egyenldtlenségek alkalmazdsdval kapjuk:
flam) <e = lim f(an) <c
Sy >e = Tim fG)2e
Tehét f(€) < cés f(§) = c, ami azt jelenti, hogy f(€) =c.

1. Kovetkezmény:

Ha f folytonos [a,b}-ben és f(a) < 0, f(b) >0, akkor az f(z) = 0 egyenletnek legaldbb
egy gyoke van (a,b)-ben.

A Bolzano tételben ¢ = O-hoz 3 € € (a,8) ,hogy f(§) = ¢ == ¢ gybke az
egyenletnek.

2. Kdvetkezmény:

Pératlan fokszdmd polinomnak legaldbb egy valds gySke van.

Legyen f(z) = agp1z™t + apz™ + -+ + a1z + ao, legyen ageyy > 0. =
lim f(z) =oc0, lim f(z)=~00 = 3IN: fQ)>1éIw: flwy<-1
zA_’;((’)linomok fol;t_c;r—lzosa.k mideniitt, tehdt {w, Q]-ban is, {gy az el628 kovetkezmény szerint
3ée w,N): f(&)=0.
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2.1. Kompakt halmazon folytonos fiiggvények tulajdonsdgai flz) =22 +2
@ Weierstrass L. tétele 1. Mutassuk meg, hogy Vg € [1,2]-ben folytonos a fliggvény!
IHa f folytonos az [a, b] (korldtos és zdrt) intervallumon, akkor ott f korla’tos.l 2. Megadhaté-e kozds 6(¢)? (Létezik-e lelg ) d(e,z0) >07)
€L,
Indirekt:
Tth. nem korldtos pl. feliilrdl, tehdt AK : f(z) < K *eljesiiljon V z € [a, b]-re. Megoldés:
Ekkor dz,: =z €la,b], flz1)>1
BN A e | 1 17(2) — f(0)] = | + 2 (3 +2)| =& — solla+ 20| < o — zol(2lsn| + 1) < &
. : H )
: : : —zo| < g——— =4(g,
Az,: z,€ [a,b], flzn) >n o — 2ol 2lao| +1 (e, z0)

£

£ £
2. 6(g,z0) = =—— > it
(&) = o F T meg 22+1 B

B.W._kiv. t. =46(e,2) akozds d(e)

(zn) sorozat korldtos (V¥ z, € [a,b])

Mivel a < z,,; < b mindig fenngll, ezért a < lim z,, = zo < b. Tehdt z,, > zo € [a,}],
TH—+00

de f(zp,) = 00 4§ [ folytonos zo-ban, ezért f(z,,) — f(zo)-

3 konv. részsorozat: (z,,) — Zo.

L
(T) Weierstrass IL tétele: 2.2. Egyenletes folytonossig
Ha f folytonos [a, b]-ben, akkor ott felveszi az infimumét ill. szuprémumét, tehét @ Az [ Taggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha Ve > (-hoz
van minimuma és maximuma. Vagyis 3¢, 8 € [a, ], hogy 3 6(s) (A-ban kdzos):
= : b = = b
fl@)=sup{f@): ze ot (= mex(/(@)} = max (a8 o0 — Fonl <. bo ol <6 ormsEA
1) = nt(/(@) s 2 € o) (= mind/@) = min f(o,8)) ) Tobte 3 101 86, 2) >
A= f(la,b]). ' ‘ ' 01) Az A halmaz &ltaldban intervallum szokott lenni.
Weierstrass 1. tétele értelmében A korldtos Decgmd 3 supA = M; infA:=m. )
Megmutatjuk, hogy 3 a, 8 € [a,8] : fla) = M, f(8) = m. @) =2 12
Bizonyitds f(c) = M-re: indirekt. (Hasonléan lehetne f(3) = m-re.) .
Thh. #acla,bl: flay=M = M—f(z)>0,hazc a,b 1. Egyenletesen folytonos-e f az [1,2] intervallumon?
= g(z) = ) folytonos [a, b]-ben W=£> E g korlétos [a,b]-ben, tehdt I K : 2. Egyenletesen folytonos-e f az (1,2) intervallumon?
1 1 3. Egyenletesen folytonos-e f az (1,00) intervallumon?
———< K, zcla,b K>0, ———>0
7@ el W0 T >0
1 Megoldés:
M- f=z)>=
K 1. Igen. é(g,2) megfelel (14sd eldzé példa)
fley< M- % < M (legkisebb fels korldt) ¢ 2. Igen. d(e,2) megfelel. (Ami a z4rt intervallumhoz megfelel, az a nyflthoz is mindig

j6.) Altaldnosségban is igaz, hogy ha f egyenletesen folytonos I-n (nyilt vagy zért),

\-7,—/’
felsd qulﬂt akkor I} C I esetén I;-en is egyenletesen folytonos. Ugyanaz a & megfelel.
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3. f nem egyenletesen folytonos (1, 00)-en.

1 1

zg.l) = n — 00, 2 =n+—- — o0, zg)—x$.1>=——>0;egymé.st
n n

tetszilegesen megkozelitik, ha n-et elegendden nagynak vélasztjuk.

Mégis

2
If (&2) = 1 (=20)] = <"+?1£) $2- (42 =24 5 >2

Tehét, ha £ < 2, nincs kdzds 4.

l f(z) = z egyenletesen folytonos (—oo, 00)-en. I

flg) = f@) =z —zm|<e = éd(e)=¢

f(z) = sin z egyenletesen folytonos (—oo, oo)—en.]
elhaszndljuk, hogy

=B o2t P

sina—sinﬂ:?sina2 3

, Hl. |sinz| < |z|.

. T1— T3 Ty + o
28in ————= cos

<
2

|f(z1) — f(zo)| = |sinz; —sinzy| =

. Iy — Ty Ty
<2.|sin |

lzy —
12
- 2

=z —xm|<e = é&e)=¢

@ Ezzel persze azt is beldttuk, hogy sin z mindeniitt folytonos.

K

f(z) = tg z egyenletesen folytonos [g, 73-] -on.

sinz; sinz, sin (z1 — z2) |1 — xaf
—_ = — = < = -

[f(z1) = fl=2)] conzy  cong;|  |coszs oo |~ (ooeE)? 4oy —m| <€

€

i) = =

— =5

1
fz) = - nem egyenletesen folytonos (0, 1)-en.
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1 1
”7511)::-—’0, zEf’::———»o = zs.l)—zs?—»o.

n n+1
Ugyanakkor

lf(z&l))—f(zg))( =ln—-(n+1)|=1+4¢, hae<1

fiz)= sin% nem egyenletesen folytonos (0, 1)-en.

0 =
§+2n7r_) v 3§+2mr—+

If(zs.l)) - f(zﬁ,z))‘ = [sin (% + 2n7) —sin (3% +2nr)|=|1-(~1)|=2%¢ hae<2

P =

@[Ha f folytonos az [a, b] zért intervallumon, akkor ott egyenletesen folytonos. (—B) ]

@ Ha f folytonos [a,00) -en és 3 zhn;o f(z) = A (véges), akkor f egyenletesen
folytonos [a, co)-en. (—B)

l Po(2) = anZ™ + an_12™ 1 + - -- + 47 + ao. Egyenletesen folytonos-e (1,10)-en? ]

Megoldés: )
Mivel B, folytonos [1,10}-en == P, itt egyenletesen folytonos
=> P, az (1,10) C [1,10}-en is egyenletesen folytonos.

Feladatok

&) Hol és milyen tipusi szakadésa van az f figgvénynek?
b) Van-e minimuma f-nek a [~1,0] intervallumon?

241 1

2. fl@) = p pv
2) Jim fl) =7 lim f(z)="
b) Bizonyitsa be, hogy f-nek van gydke (0, %)-ben!
3. Legyen f folytonos (—o0, c0)-en és Lim f(z) = -5, Jim flz) =3.
Bizonyitsa be, hogy [f korldtos (—oo, oo)-en! Van-e nullahelye f-nek?
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4. a) Mikor mondjuk, hogy zllx’x’}of(z) =57
b) Bizonyttsa be, hogy ha f folytonos a [2,00) intervallumon és
lim f(z) =5, sup f(z)=6,
#7000 z&(2,00)
akkor f értékkészletében szerepel a 6.

5. Van-e gyoke az aldbbi egyenletnek a (0, 7)-ben?

1,
1)=0
"(sm z+1)

l((:052:5-4—1)—l—
z z—

6. f(z)=22°-3
a) Mutassa meg a hatdrérték definiciéja alapjén, hogy lirn2 F(z) =13 (0(e) =7)

b) Egyenletesen folytonos-e az f figgvény az (1,4) intervallumon?
c) Egyenletesen folytonos-e az f fiiggvény az (1, 00) intervallumon?

3. Differenciilszamitas

@ Differenciahdnyados (kiilonbségi hdnyados):

Af  flzo+ Az)— f(zo) ( figgvényérték megviltozdsa
Az~ N

—- : hiir irdnytangense
Az fiiggetlen véltozé megvdltozdsa ytang )

Az —» () esetén a hirok dtmennek az érintébe, he létezik

Alim0 f%i—f(mo) = differencidlhdnyados (derivdlt) = az érintd irdnytangense.
!

@ Legyen K., s C Dy

[+ 85) ~ f@o) _ . foth) = fm) _ | f@) - f(z0)

feo) = fim,

Az «h—0 h z—z0 T — Tp

(D) Jobb oldali derivélt:  f} (zo)

[zoth) — flzo) _ |, f@) = flzo)
0o ' h

* (zo) = lim
f+( 0) h—+ z—z0+0 T —Zg
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(D) Bal oldali derivélt:  f (zo)

' (ao) = lim J@AN @) o () - Sz

h——0 h z—20—0 T — o

@D f/(z0) akkor és csak akkor létezik, ha 3 f}(zo) és f'.(zo) és f(z0) = f'(z0)
(D) £ differencidlhats (a,b)-ben, ha 3 f/(z) Yz € (a, b)-re.
@ f differenciélhatd [a,b}-ben, ha differencidlhatd (a,b)-ben és még 3 £ (a), (D).

Példsk: ... (1. el8adds!)

@ Szilkséges és elégséges tétel derivélhatdsdgra:
f akkor és csak akkor differencidlhatd zo-ban, ha Kz s C Dy, |h] < d-ra:
Af = f(zo+h) — flzo) = A-h+e(h) - b,
ahol A csak zo-tél fiigghet, A-t4l nem, és }l'i_r’rbs(h) =0. (Itt A= f'(z0).)
®
1. Sziikségesség:
o FEt W)~ f@)
R0 h

= flz0) = Mz_f(xo)=f'(zo)+i,

ahole - 0,ha h = 0. = (Af=)f(zo+h)— f(zo) = f'(z0)-h+e-h.
2. Elégségesség:
flxo+h) — f(ze) = A-h+e(h) - h teljesiil. Innen

footh) a0 _ gyoy — i LEtM TGy gy

@[ Ha f differencidlhaté zg-ban, akkor ott folytonos. l

@ Tehét a folytonosség szitkséges feltétele a differencidlhatésdgnak, de nem elégséges.
Lésd |zf.
A eziikséges és elégséges tétel alapjén:

f(zo+h) = f(za) + A-h+e(h)-h
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Mindkét oldalon hatérértéket vesziink. 'l'i_'r% flzo+h) = f(zo)-ra jutunk, vagyis a
hatérérték egyenld a helyettesitési értékkel, tehdt folytonos. -

f@=2 f@="

Af=fz+h) —f@)=(c+h?—2?=2z-h+h-h=A-h4c-h

A=f'(z) =2 (figgetlen h-tdl), lime(h) = limh =0

3.1. Differencidl, érints egyenes

Ha f differencidlhatd zo-ban:
Af = f(zo+h) — f(zo) = f'(zo) - h+ (h) - R

forész elenyészd rész

@ Az f figgvény (elsdrendil) differenciélja az zo pontban h megviltozds mellett:
df = df(zo, h) :== f'(zo) - h

@ df(zo,h): a fiiggvény zo-beli érintd egyenesén a fiiggvényérték megviltozdsa h

lépésre.
Egyéb jelolések:
df(zo, Az) = f'(z0) - Az; df = f'(z)Az = f(=z) - dz

f(z) =2 df =3z2Az, tehdt dz’® =3z2Ax
f() ==z: df =1-Az, tehdt dz = Az. Ez indokolja & differenciél legutolsé
jelolését.
Alkalmazdsa:
Af=df :
F(@o+ h) = f(=0) + df (2o, h) = f(zo) + f(z0) - h

F(z) = f(zo) + f'(zo)(z — o) : 8z o pontbeli érint§ egyenes egyenlete.

© Kénya I. - Fritz Jné — Gydri S. 23 vl.l

3.2. Differencidlasi szabalyok

® Ha f és g differencidlhatd z-ben, akkor itt f+ g, cf(c € R}, f - g is differencidlhatd
valamint g(z) # 0 esetén ‘% és 5 is differencidlhaté, és

L. (f(2) + ¢(z)) = f'(z) + ¢'(z)

2. (cf @) =cf'(=)

3. {({(=) - 9(@) = f(=) - 9(x) + f() - ¢(z)

1Y _ d@
4 (g(z)) =@

1@\ _ @) - f@)d@)
5 (g(z)) = )

L (f(@) + g(=)) = f'(z) + ¢(z)
z(z) = f(z) + g(x)

) — lim 2EHN 2@ (@R gt ) - (@) +e(@)
0 h 20 h

= lim
A0

(Leth =it sox W) _ pe s g

2. (cf(@) =c- f'(=)

(e @) = lim LEEN @) _ i JEENIE _ g
3. (f(z) - 9(x))’ = f'(2)g(=) + f(2)d (z)

o Qe (9@ _ | fethge+h) — (@) _

A0 h h—0 h

i L W+ B) — f(@)g(e + b) + [(@)gle + h) - f(2)gl=) _
0 h
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h—0

(f(z+h) 1) (+h)+f()g(z+h) g(z))
f’(z) g(w) f(x) (:z:)

'l‘il% g(z +h) = g(z) (hatérérték = helyettesftési érték) oka:

g derivélhaté z-ben = g folytonos z-ben

1Y _ 4@

+ (y(z)) = TPE
im 1 i1 g(z) — g(z+h)
MR (g<z+h) g<z>) " ha@ + he@)

-1 glz+h)—glz)  —¢'()
9*(z)

= fim SEFR) o h
@ d@ g

}‘i_{no g(z + h) = g(z): g folytonosséga miatt

oy (Lt bltet ) Selte+ 1) | Jlools £) - oote)) _

(g9(z) # 0 és g folytonos z-ben (mivel derivdlhatd) = 3TK,: g(z) #0 (ldsd

a Bolzano tétel eldtti segédtételt). Tehdt elegendben kis h-ra g(z + h) #0.)

( (=@ )' _ ['@)g(z) — f(2)g'(z)
" \g(@) ¢ (=)
Ez mér kdvetkezik az el6z8 két pontbdl:

(g((z))) (f( )- g(z)) =f’(z)$+f(z) (ﬁ),=

L =@ _ @) — f& @)
AR ples
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Léncszabély: Osszetett fiiggvény derivéldsa
(@) [Ha f differencidlhaté K, s-ben és g differencidlhat Kyz)¢,-ben, akkor g o f is

differencidlhaté z-ben és

(9o N@) =g @) =g (@) - f'(z) -B)

® Ha f folytonos. Ky s-ban, £ € Keps \ {zo} (tehét = € Ky 4) esetén 3 f(z) &
3 lim f(z) = c, akkor f differencidlhaté zo-ban és f'(zg) =c. (-B)
z—zg

F(@) = (22% + 3)VZTTE

F(@) = (2c* + 3V i 5 +(2z2+3)(\/z2+5) 4z\/z2+5+(21:2+3)m2:c

. Fz) = z7 +z +5
\/:z:4+2:z:2+1
o) = (& + 2+ 5Vt 222 + 1~ (27 +2? +5)(\/F+2x§+1)
RCESZEms

1

7 20T+ 222 + 1 — B)——— . (4z% + 4z

(:z:+) + 222 + (z+x+) z4+2$+1( + 4z)
14+2z2+1

Magasabbrendii derivdltak: ... (1. eldad4s!)
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3.3. Inverz fiiggvény
Inverz figgvény fogalma, tulajdonsdgai. példék: ... (L. el6adds!)

Inverz fiiggvény derivildsa

Legyen f szigordan monoton I-ben = invertdlhaté

f differencidlhaté I-ben = [ folytonos I-ben

és f'(z) # 0 I-ben.
A feltételek miatt beléthatd, hogy f(I) is intervallum. Ekkor f! differencidlhaté az
S(I) tetszdleges belsd pontjéban (xp) és

1

—1/ — 1 =
F (o) = o)~ (f'o FD)(z0)

1
@) = s
@) = )
A tételt nem bizonyitjuk, csak szemiéltetjik. L. eladés!

4. Elemi fuggvények
L. eléadés!
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Derivélttablazat
f(=z) f'(z) Dy
z™ az®! 0, +o0)
a® a®lna (—00, +00)
) 11 (0, +00)
og, T Tz ,+00
sinz CO8 T (—o00, +00)
coST —sing (—o00,+00)
1 T
8T cos?z (_5’ 5)
1
ot —— 0,
gx sin®z 0,m)
arcsin T L (—1,1)
1—g
arccos 1 (-1,1)
V1-—az? ’
1
arctg x T (—o0, +00)
1
arcctg z e (—o00,+00)
shz chz (—o00, 4+00)
chz shz (—00, +00)
1
th x m (—OO, +00)
1
cth . 0,
“ sh’z (0, +00)
1
arshz = (—00, +00)
1
archz = (1,+00)

a € R tetszdleges, a € (0, +00) \ {1}
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4.1. Példak

@) = arccos [2 1

1. Dy=? R, =7
. 4 C e p
2. frJa. fel az zo = 3 pontbeli érinté egyenes egyenletét!

3. Mutassa meg, hogy f-nek létezik az inverze és hatdrozza meg!

(= ="
Megoldés:
1 1 1 1
1.0€£=--1<1 = 1<=<2 = =-<z<1 Dy=|-,1
T z 2 2
Itt 0 < arccos -1———15I = ESw—arccos“l—ISw Rf_[” ]
z 2 T 2

RORIOICHESACH

3. 1 <z <23 <1 esetén f(z1) > f(x2) megmutathaté (HF.) == f szigortan
monoton csokken —=> 3 f~! Dj-en
(Vagy: :
F'<0D;=In = fszigortian monoton csdkken = 3If! Dj-en)

Yy=u— a.rccosﬂ—— = a.rccosﬂ——l—w y

1
= ;—l—cos(vr y) = ——l—cos (r—y)
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1 1

—_— 2 —_ D —
= = l+cos’(m—y) = =z Ty p— (zey)

1y 1 _ 1
f7E) = 14+co2(m~z) 1+4cosiz

Dy =Fy=[S.a|s Ry =Dy= [%1]

Legyen

f@) = - 4 arcsin (i) z € (2,00)

1 flz) =7

2. Indokolja meg, hogy a fiiggvénynek létezik az inverze! Hatdrozza meg az
inverz fiiggvény értelmezési tartomédnyé4t!

Ellendrizze, hogy f! grafikonja dtmegy a (—%,4) ponton!

3. Irja fel az inverz fiiggvénynek ezen & ponton dthaled érint§ egyenese egyen-

letét!
Megoldés:
o) = T ' 2T~ 2
1L filz) = 3+ (2)2 pr i Sy = Sy ha z > 2.
1—
z

2.2 <y < 7z esetén f(zy) > f(z2) megmutathatd (HF.) => f szigordan
monoton csdkken => 3 f7! Djen
(Vagy:
z>2re f'(z) <0 = [ szigortan monoton csskken => invertdlhatd)

2 .2 ks
z € (2, 00)-re ;e(O,l) = ams1n;e(0,§)

—2
Ed R'f=(—00,—3—7r+g)=( -—00, 6) Dfl
4 4 T m — f_1< 77r) 4

1
Mivel f(4) = ———I—arcsm2 366

3. Az érintd egyenes egyenlete:
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f“'(‘%r)zf,(fwl 7,,))= ") _g_%z lefz

P ()P () e () oo inlee)

|

=g (=)

Hatdrozza meg & fliggvény értelmezési tartomdnydt és értékkészletét! Mutassa
meg, hogy a teljes értelmezési tartomdnyban létezik az inverze, és irja fel az inverz

fliggvényt!
Megoldés: )
Dy = {z: |2z -5 < 1} = [2,3], mert akkor ‘m(;’—_s)‘ < g miatt tg is
értelmezett.
arcsin (2 —5) , , [ _ 11
Dy-en —s értékkészlete [—6, 6] = Ry= [—ﬁ, \/5}

Mivel 2z — 5, arcsin és tg is szigordan monoton névé, ezért f is az Dy-en == Dj-en

371

y=tgﬁm—(3gf:—§-)- = arctgy:i—.'n——:g—m(;z—ﬂs’) = 275 =sin (3arctgy)
€(~%5:%)
5 1.
= z=§+§sm(3arctgy)
Tehdt
-1 5 1, 11
f (z)=§+§sm(3arctg:c); Df—1=Rf= -—-—3,'—3 H Rf—l=Df=[2,3]

fl@) = ﬂln (tg %z)

Adja meg az z = 5 pontot tartalmaz$ legb8vebb intervallumot, amelyen a figgvény
invertdlhatd, és frja fel itt az inverz fiiggvényt!
Dg1 =7 Ry =7
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Megoldés:

3
z € (4,6) esetén %x € (ﬂ', %) = tg %z € (0,00) = Dy
Tehdt f: (4,6) — (—o0,00) egy-egyértelmil, mert az dsszetételben szerepls fiiggvények
mindegyike szigordan monoton nd az érintett intervallumon =>  f szigordan monoton
n§ = 3If L
Az inverz:

y:“ln(tg%z) = y3=ln(tg§z) = e(ys)ztg(%'c):tg(%z—-ﬂ')

= a.rctge(yz) = %rz -r = gz= %mge(w +4
Tehét
1 4 (a%)
@) = tarctge® 145 Dy = (cooo0)i Ry = (49

5. A differencidlszamitis kozépértéktételei

5.1. Sziikséges feltétel lokilis szélsbérték 1étezésére

(Differenciélhaté figgvényre, az értelmezési tartomény belsé pontjéban)

@ F-nek lokélis maximuma (minimuma) van az értelmezési tartomény belsé c pontjéban,
ha 3 K.5: f(z) < fle) (f(z) > f(c)), ba = € Ko

@ Ha f a c helyen differencidlhaté és ott lokslis széls8értéke van, akkor f'(c) = 0.
(Kes € Dy)

Pl. lokélis maximumra:

h——0 h

lim fle+h) = £ _ fl_(c)zf’(c) >0
PR

|

derivilhatésig miatt
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AR IO po = prg <o

h,—v+

F

= f(c) =0 (vizszintes érintd) =

5.2, A differencidlszamitis kozépértéktételei

(T) Rolle tétel:
Ha f folytonos [a,b]-n és differencidlhaté (a,b)-n és f(a) = f(b), akkor

Jge(ad): fO=0

Weierstrass 11. tétele értelmében f-nek van minimuma és maximuma. Ha mindkettst

a végpontokban veszi fel, akkor f{a) = f(b) miatt f(z) = konst. és igy V¢ € (a,b)-re
F/(§) = 0. Ha valamelyiket az intervallum belsejében veszi fel, akkor ott az el6zd tétel
értelmében f'(€) =0 (¢ a szélsdértékhely).

(T) Lagrange-féle kozépértéktétel:
Ha f folytonos [a, b]-n, differencidlhaté (a,b)-n, akkor 3 £ € (a,b) :

(b) f (a)

f©)=

hoo(2) = 1) + 1O 1@ ) - hio)

9() = f(@) ~ h(z)  g(a) = g(b) =0C;
g folytonos [a, b]-n, differencidlhaté (a, 3)-n

Ryt 3¢ ¢ (a,): 91©) = 110 - 1910 g
_,—_J

R
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(T) Cauchy-féle kozépértéktétel:

Ha f és g folytonos |a,b}-n, differencidlhatd (a,b)-n és ¢'(z) # 0, ha z € (a,b),
akkor J £ € {(a,b):

e _ I - fa)
9 ~ 9(b) —gla)
h(z) = (f(b) ~ f(a)) g(z) — (9(8) — 9(a)) f(=)
k{a) = (f(b) — f(a)) g(a) — (9(b) — 9(@)) f(a) = f(b)g(a) — g(b) f(a)
h(®) = (F(b) — (@) g(b) — (9(b) — 9(a)) F(B) = —f(a)g(b) + f(b)g(a)
h folytonos [a, b]-n, differencidlhats (a, b)-n és
h(a) = F(Bg(a) — gB)f(@) =h() "Z8* g e (ab): K(E) =0, vagyis

(f(®) — f(@) §(©) — (9(b) — g(a)) F(§) =0
g(b)—gla) # 0, ellenkez8 esetben g{a) = g(b) miatt g-re alkaimazhatd lenne a Rolle tétel

és akkor 3 € € (a,b), melyre ¢'(€) = 0 lenne. fgy rendezéssel megkapjuk az &llitdst.
u

&

A Lagrange-féle kdzépértéktétel a Cauchy-féle kizépértéktétel specislis esete (g(z) = z),
a Rolle tétel pedig a Lagrange specidlis esete.

@ Ha f folytonos [a,b]-n, differencidlhaté (g, b)-n és ott f'(x) =0, akkor

flmy=c zelablre

A Lagrange-féle kozépértéktétel miatt V {z1, 23] C [a, b-re 3 € € (z1, %) :

f (931) fz)

1o ==L Eclab)
De mivel f'(¢) =0 = f(z;) = f(z2) V) #2pgre =3 f(z)=konst.
n
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@ Az integrélszémftds alaptétele:

Ha f és g folytonos [a, b}-n, differencidlhatd (a,b)-n és
f@)=4¢(), ha ze(ab),
akkor3CeR:
fly=g9=z)+C Vzela,b
Tehét csak egy dllandéban kiilénboznek.

hz) := f(z) — g(x)-re kell alkalmazni az elzd tételt.

5.3. Feladatok
1. Alkalmazhaté-e az
(@) =z-sinVz?
fiiggvényre a Lagrange-féle kozépértéktétel a [—1,1] intervallumon?
2. Alkalmazhaté-e a Rolle-tétel az
f(z) =|arctg z|
fuggvényre a [—1,1] intervallumon?
3. Alkalmazhaté-e f-re a Lagrange-fle kdzépértéktétel?
f(Z)={I%I+(z—;1)’“ hez#0 i<e<o
0, ha z=0
Ha igen, £ =7
4. Hatdrozza meg a derivdlds elvégzése nékiil a
p(a) = (z - 2.1)(z — 23)(z — 28)(z ~ 2,7)
polinom derivéltjdnak gyckeit 0,1-nél kisebb hibdval!
5. Bizonyitsa be, hogy
8) |sina —sindl <|a—b|, ahola,bcRésa<b.
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b—a b—a T
b)m<tgb—tga<m, ah010<a<b<§
c) tgz—1>2z~-72£, ha 0<z<g
d) arsh (1 +z?) < 14 arshz?

. L \/§ 1 T T

< — ) — 4 = — < g< =
) sinz < (o 6) 7ty §57°3
1
6. f(z)__:{arctg + (.7;—1) T#1
s z=1
a) Adja meg b értékét dgy, hogy f-re a [0, 1] intervallumon alkalmazhatd legyen
a Rolle-féle kbzépértéktétel!

b) Keressen egy olyan értéket, amely a Rolle-tétel értelmében létezik!

6. L’Hospital szabaly

—~

%, 2 alakra alkalmazhatd kézvetleniil.)

@ Legyen f és'g differencidlhaté K, ¢-ban és itt g(z) #0, ¢/'(z) # 0 és

Jim (&) = lim 9(2) = 0

Ha lim Iz =pf, akkor hm f(z) =8

za g'(z —a g(z)
(Itt & = zq, 7o +0, 20— 0, +oo, —oo lehet, B =15, +00, —oo lehet).

o = zg-ra bizonyitjuk.
f(zo) := 0, g{mo) :=0

1@) _ 1@ =1@) _ FO)  (Garchr il ks o .
= e = 7 (Cauchy-féle két) €€ (z,m0) (il € € (zo,2))

1@ 1O 1@

lim im ha ez utdbbi létezik (véges vagy oo
MG TR ) T S ) (végee veay )
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Hasonl6 tétel bizonyithaté 22 alakra is. Jim Incos5z L' i —Esinfz — lim =25 sinbz 1 25
20 22 a0 2z s 2 Br  cosbr = 2
Hatgrozatlan alakok: i
%, 2. L'H Kézvetlenil alkalmazhats. = lim(cos52) =¥
f (x) v 1@ o
0 - oo: 4talakitds utdn: f(z) - g(z) = alakkal prébdlkozunk. . = _o
) . & L o [0 Jim (1-+cos )= =7
x) — T
00—00: h(z) i= =, k(z) = —, z T —_ (—) a
@ 7 K =gy 1000~y g " AR (0 (1 +conmyats = gntvensh _ 2 Lot e
0°,1%°,00%  (f(z))9® = o2V i(z) )
9(z) -In f(z) hatdrozatlan alakra mér a megismert médon dolgozhatunk. Jim In(1 +cosz) LH . Tooss (—sinx) - lim sin®z _
3 ctgz z=+3 _si_:’; z—+3 14 cosz

Példdk
. ZluvE, 2UH, 2
@ lim —| = lim — = lim —=0
z—00 €% 200 T z—00 &%

Cal % SN il ¥ S -

zll{& = | = lm—= llm ; =0 (nlépés)
im cos® z LH o 2cos z(~ sin z) -0
zF g — T+ 1

i sin 3z — ze®** | L] lim 3cosdx — e"*F + ze®®sinz 3 —e
3 —1_—sinz+cosx | =0 —cosz —sing -1
i shz —z LLH]mchz—lL’Hl sth’_Hl.mch_z_l
zl-gtll z3 _z—»O 322 :—»06@ T 250 6 6
. 71 . Iz pE. i 2
Jim (nz) - tg 5= —l‘ﬂ;"(?r'—) = lim - T n
2 s’ (3z) 2
. 1 1 . e€~1—-z’H e —1 :
lim [ = —~———1] |=lim = lim
—0\z e*—1 z—0 z(e? — 1) z—+0e% — 1 + ze®
LF e® 1
T 206 +eF +xet 2
lim (cos 5:5)'3"r = lim el"("“’ss’);l, = lim es e®5= —7
.| =0 z—0 z—0
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Legyen f(z) = (cos®)5, ha z € (0,1],

1. fiz)="7 haze(0,1)
2 g, fla) =

(Morndja ki a Lagrange-féle kdzép

fO)=b.

3. Megvélaszthaté-e b ériéke dgy, hogy f-re alkalmazhaté legyen a
Lagrange-féle kozépértéktétel a [0,1] intervallumon?

értéktételt!)

Megoldés:

1 f(z) :e':‘;].ncosz2

7@ = (s (

In cos x2 ’__
= =

1

—15(-— sinz?) - 2z - 24 — (Incos z?) - 4z°

_ 2y Ccosx
= (cosz?)=
(con?) .
1 inz?) - 2z

9 lim In cos 22 LH i cOSZz(_sm ) — bim ~1 sing? :_l
Tzo0+  xt 20+ 473 =0+ 2cos 22 _ 2 2

!

1

= lim et b
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3. Ha f(0) = zl_i.x& f(z), azaz b= e~ 2, akkor f folytonos [0, 1]-ben és differencidlhaté @ f alulrél konkév I-n, ha Vx4, zp € I-re f(T) = hqy 2,(%), ha = € (21, 22).

(0,1)-ben, fgy alkalmazhaté a Lagrange-féle kozépértéktétel.

(hay 2, 82 Ti-en és Top-n dthaladd hir)

@ f-nek zo-ban inflexids pontja van, ha ott folytonos, és konvex és konkév szakaszok
taldlkoznak itt.

A derivélt definicidja alapjdn mutassa meg, hogy az
fl@) = Veh vz
figgvénynek az z = (-ban létezik a jobb oldali derivéltjal
frja fel ez = 0 pontbeli jobb oldali érint§ egyenesének egyenletét!

@) [Ha f differencilhatd I-n:

Megoldéds:

= 4. f szigorian monoton csokken <= f'(z) <0

1 1
———=sshyz %=
(@10 _ | A E-lpm | 2/EyE VA
z + 1

z—0+ z 0

f T
0= 21_1{&

1 1 shyz 1

== lim ==

42-0+ \Jeh/z VT 4’

. shupH, chu ,
mert lim — 22 jim &% 1, és most u = 4/z — 0.
w0 U w0 1

w=10)+ L OE-0=1+3z, >0

1. f monotonnd << f'(z) >0
2. f szigorGan monoton nd <= f'(z) >0

3. f monoton csdkken <  f'(z) <0

1. == b
f monoton n§ = f(z_—l»%_—fﬂ >0 (£ vagy =alaki )

— mwzf'(z)zo

4
<=
z1,70 € I é8 1, < 79 : [£1,%o]-ben alkalmazhatd a Lagrange kozépértéktétel:
fz2) — (=) ! 4 :
7. Nyilt intervallumon differencidlhaté fiiggvények T €20 (aEltéelmistt) £ € (z,2)

tulajdonsigai
@ I=(a,b) (—o00,00) is lehet
Néhény definicié:

@ f monoton n8 I-n: V3,22 € I, 21 <z : f(z1) < flza).

@ f szigorian monoton né I-n: Vzi,70 € I, 21 < z2: f(z1) < f(z2).

@ f monoton cedkken I-n: Vz1,20 € I, 71 < z9: f(z1) = f(za).

@ f szigordan monoton csdkken I-n: Vzi,z9 € I, 73 < ma: f(z1) > f(z0).

@ f alulrél konvex I-n, ha ¥V z1, 73 € I-re f(z) < hy, 2,(2), ha z € (21, 72).
(g, 25 82 T1-en és zy-n 4thaladd hir)

Mivel g — 21 > 0, ezért f(z2) — f(z1) =0 = f(z2) > fz1).
2. Bizonyftdsa lényegében megegyezik az elézdvel.

Itt f(¢) = ij(zl)- > 0-bél kovetkezik, hogy f(z2) > f(z1). Tehét szigorian
1
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g —
monoton.
s
@ Ha f differencidlhaté I-n:
1. f' monoton n6 <=  f konvex
2. f' monoton cstkken <=  f konkdv
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z1,T0 € I

1. Csak <== irdnyban bizonyftjuk. T <T< T

Az ébra alapjén a konvexitésbdl
kévetkezik, hogy V z € (%1, T2)-re:

my <m < ma.

fey lim my = f/(z1) < m < f'(z2) = lim mo, vagyis f/(z1) < f'(x2), tehdt f'
P T-+Za
monoton nd.

u
f'(zl) <m-= f(zQ) - f(zl) < fl(-’ﬂz)
Iy — Xy
Ebbsl
f(ZQ) > f(zl) + f’(:z:l) (12 - l’1) Vz; < zp-re, ill.
f(z1) = flz2) + f(zg)(x1 — x2) Vay < TpTe.
Tehét konvex gorbe az érintdje felett halad az érintési pontot kivéve.
(Konkdv gorbe pedig az érintdje alatt halad az érintési pontot kivéve.)
@ Ha f kétszer differencidlhaté I-n:
1. f'(z) >0 <= f konvex
2. f"(z) <0 <= f konkdv
1. =) >0 Ty mjait f! monoton né Ty mjatt f konvex
) >0 Ty, miatt f’ monoton nd Ty, miatt f konvex
[ ]
@ Az éllitdsok igazak maradnak, he I zért és f a zdrt intervallumban folytonos,
nyfltben differencidlhatd.
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Példdk

f(z):%s—%zz-kﬁz

F@)=2® —Ts+6=(z—6)(z—1)

zl(coo)| 1 |(LO] 6 |6, 0

A o J0=% 6 =-18
f / lok. max.| N\, [lok. min.|

@) =251

8]
[
8
poI~t
e
Opot~
—
Sl
8
fe

infl. pont

flz)=e*—(4z+1)

1. Adja meg azokat a nyflt intervallumokat, amelyeken f monoton ndvekeds,
illetve fogyé.

2. Adja meg azokat a nyflt intervallumokat, amelyeken f konvex, illetve konkdv.

Megoldés:

f@)=2%-4=0 = =2 = 2r=h2 = x=%ln2=ln\/§

z | (—o0,Inv2) | Inv2 | (ln v2,00)
7 = 0 | ¥
f ~\ /
f(x) =4 >0
f monoton csdkken (—oo, In v/Z)-n, monoton 18 (In v'2, co)-en.

f konvex (—oo0, 00)-en.

Legyen

et —2
e —1

f@) =

Adja meg azokat a legbSvebb intervallumokat, ahol f monoton nd, f monoton
csdkken, f konvex, f konkdv!
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Megoldés:
D; =R\ {0} (Nem intervallum!)
s e“(e® — 1) — (e — 2)e” e”
fz) = o =17 -1 "
" e (% — 1)? — e* 2(e* — 1)e” e® z
f (z): ( 26’—1)4( ) = (ez_1)4 (1_92 )

f(z) >0: f szigordan monton nd a (—00,0) és & (0, co0) intervallumon.
f'(z) >0, ha £ < 0: (—00,0) intervallumon f konvex
f"(z) <0, ha = > 0: (0,00) intervallumon f konkdv

8. Differencidlhaté fiiggvények lokalis tulajdonsagai

(D) f zo-ban lokélisan novekeds, ha 3 Koy s :

z € (zo — 6, 70)-ta f(z) < f(zo) é8 = € (20,20 +8)-ra f(z0) < f(z).

(D) f zo-ban lokélisan csdkkend, ha 3 Kap s :

z € (zo — 6, zo)-1a f(x) = f(zo) és x € (w0, To + 6)-1a f(z0) = f(=).

(T)[Ha 7 differencidlhatd zo-ban és

1. f lokédlisan n8 zg-ban =  f'(z) >0

2. f lokdlisan nd zg-ban <= f'(z¢) >0

1. lim
s

RCEDES (NPT

Jim LEER TG _ gy ) = (a) 20
+

¥

2. f’(zo)=}ll§%z.—(£9i—b})l_ﬂ>0 (A—e<®<A+e, s::-‘ilzzi))
A

e

0<f’(2a:0) < f(-'”o-l—’%—f(lo) <%fﬁ(10), he. |h|<(5(£)
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Tehdt K(zo,d)-ban w >0 => f lokdlisan n8 z¢-ban.

(D[K(z0,8) C Dy (belss pont); K(zo,d) C Dy

Differencidlhaté fiiggvény esetén lokdlis szélséérték 1étezésénel

1. sziikséges feltétele: f'(zo) =0
2. elégséges feltétele:

a) f'(zo) = 0 és f' eldjelet vdlt zo-ban (tehdt f' lokdlisan csSkken vagy
lokélisan né zo-ban)

b) Ha f kétszer differencidlhatd zo-ban: f/(zg) =0 és f"(z) #0
(f"(zo) > 0 : lok. min.; f"(z0) <0 : lok. max.)

1. a Rolle tétel elétt volt
2. a) f'lokdlisan csdkken:

(o —6,%0) | mo | (mo,%0+9)
i +&0 0 ‘ —(<0)
i/ lok. max. N

f' lokdlisan né:

| (zo — 6,0) 7o | (%0, %0 +6)
T - 0 T
f AV lok. min. /

@ A tétel csak elégséges, ezt mutatja az aldbbi példa:

f(z):{ 2:c2+zzsin%, z#0

, z=0

b) f’(ze) >0 == [’ lok. nd z¢-ban és f'(zo) =0 => lok. min.
f"(zo) <0 => f'lok. csdkken zo-ban és f'(zg) =0 => lok. max.
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@ K(Zo,é) C Dfrr

Kétszer differencidlhaté fiiggvény esetén inflezids pont létezésének
1. szilkséges feltétele: f"(zq) =0
2. elégséges feltétele:

a) f"(zo) = 0 és f" elgjelet valt zo-ban (f” lokélisan né vagy lokdlisan
cadkken zg-ban)

b) f"(zo) =0 és f"(z0) #0

1. Az inflexiés pont konvex és konkdv szakaszokat vélaszt el.
Ha f konvex, akkor f' monoton né. Ha f konkdv, akkor f' monoton cstkken.
Tehdt f'-nek zo-ban lokélis szélsbértéke van, hiszen /™, vagy /" tipusd —>

d
Ef’,n = f"(xo) =0

2. a.) (.‘Eo -6, Zo) Zo (:L'o, o+ 5)
Ed 0 -
f U infl. pont n
(:Co -4, Zo) o (Io,:l:o + 6)
fll _ 0 +
I N infl. pont U

b) Ha f"(z¢) >0 = f” ndvekedden halad dt zo-on, tehdt a 2. tabldzat igaz.
Ha f"(z0) <0 = f” csdkkenden halad 4t zo-on, tehdt az 1. tébldzat igaz.

Példsk

| f(@)=(z—1)*(z+3)®> Keresse meg a fuggvény lokalis szélsdértékeit! I

Megoldés:

(@) =31z +3) +(z-1)*- 2z +3) = (z - 1)(z +3)(3(z +3) + 2z — 1))
=(z -1z +3)(Bz+7)

[(zo0,-8)] -3 |(3-D]| ~f [(£D]|1]{00)
f + 0 — 0 + of +
f ' Ve lok. ma.x.‘ N lok.. min. Ve ‘ l /

© Kénya I — Fritz Jné — Gyéri S. 45 vl.1

l Hatérozza meg az f(z) = cos® z — 3cos z figgvény inflexids pontjait! I

Megoldés:
F'(x) = 3cos? z(—sinz) + 3sinz = ~-3cos’zsinz + 3sinx
F(z) = 6coszsin?x — 3cosdz + 3cosz = 3cosx (25in® z—cos® 4+ 1) = B cos zsin’ z

=sinz

@) =0;
l.cosz=0: z=(2k+ l)g inflexiés helyek, mert f* eldjelet vélt (k € Z).

2. sinz = 0 : x = kx pontokban nincs inflexié, mert f” nem vélt el6jelet.

Az y = f(z) kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény grafikonja dtmegy az
z =0, y=1 ponton és kielégiti az

y+zhhy+22’ —z+h(l+z)=1

implicit egyenletet, ha z > —1.
Milyen lokélis tulajdonsdga van f-nek az x = (-ban?

Megoldés:
Mindkét oldalt = szerint derivélva:

’ 1 1
, / _
y'(z) + In (y(z)) +xy(z) Y@ +4z -1+ s =0
z =0, y(0) = l-et behelyettesitve:
y0)+In1+04+0-1+1=0 = ¢(0)=0 Ilok. szé. lehet.
Ismét derivdlva:

J 1, 1, Y@ , ! U —1 =
y’(z)_;.my(z)—f—l-y(z)y(z)+zy2(z) y(z)-i-zm'y (Z)+4—(1+x)2 =0

Behelyettesitve:
y'(0)+4-1=0, ¢'(0)=-3 = Ilok. max. vanz = 0-ban (értéke y(0) =1).
Mivel "(0) #0 = nincs inflexids pont itt.

Milyen lokélis tulajdonsdga van az f fiiggvénynek az zo = 0 pontban, ha f kétszer
folytonosan differenciélhaté és az y = f(z) egyviltozds fiiggvény kielégiti az

zshz —ychy=10

implicit figgvénykapcsolatot?
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IS 2 A
Megoldés: B = lim (ze% —z) = lim & ! = lim 2 ! =2

0-8h0 —gochyo=0 = gy =0=f(0) 200 200 1 P Loh
x
shz+z-chz —y'chy—ylshy) -y =0 eh—1
(}llin% = 1 nevezetes hatdrérték )

040—-¢ —0=0 = ¢(0)=
(L’H-lal is megoldhats, de hogyan?) Tehdt g, =z + 2.
chz +chz +zshzs —y"chy — ¢ (shy)y’ —y'(shy)y —y(chy)y'y’ — y(shy)y” =0

14140 - (0)—0—0-0-0=0 => ¢(0) =2 ésy(0) =0, tehdt lokslis

minimuma van. . . . .
10. Fiiggvényvizsgdlat
Teend8k:
0. Egyenes aszimptota +oo-ben 1. Dy; nullahelyek (ha megéllapfthatd); periodicités; paritds; hatdrértékek: +oo-ben,
—~oo-ben (ha van értelme), a szakaddsi pontokban, hatdrpontokban.
@ A g(z) = Az + B [ lineéris asmmptotéja a +oo-ben (—oo-ben), ha 2. f' vizsgdl :
. galata (., lok. szé.).
Jim (f(=) —9(=)) = (lim (f(z) - g(=)) =0)

) 3. f" viesgélata (N,U, infl. pont) Ha sziikséges, magasabb derivéltak vizsgdlata.
PL fz)=2+2+ ;-nek g(z) = z + 2 linedris aszimptotdja +oo-ben. 4. Lineéris aszimptotsk.

Ha 3 4 oo-ben aszimptota: 5. f dbrézoldsa, Ry meghatdrozdsa.

zlLrng(f(x)——Az—B):J_igg(z (f(z) A_f))=o miatt

!
00
10.1. Fol fiiggvények zirt intervallumbeli szélsGértékei
lim -'—f-@—)— —A- B = 0-nak fenn kell éllnia. ytonos gg, ,y g m sze
200 z (abszolhit szélsdértékek)
Vagyis 1m @ = A szikséges feltétele az aszimptota létezésének.

Zért intervallumban folytonos fiiggvénynek van minimume é maximuma (Weierstrass

De nem ele 56, es mert még kell, hogy ezzel az A-val:
eE e & IL tétele). Lehetséges helyek:

lim (f(z) Az — B) =0 <= lim (f(z) — Az) =
{z — —oo-re hasonléan). e ahol a fiiggvény nem derivdlhaté
Tehdt ﬁrin f ( ) = A, ,lirin‘x, (f(z) — Az) = B <= 3 linedris aszimptota. o derivdlhaté és lokdlis szélséértékhely (elég a szikségességet vizsgdlni)
e az intervallum végpontjaiban

| F() — 762 Van-e linedris aszimptotéja -+oo-ben? Végiil a sz6bajovs értékek kozill kell kivélasztani a legnagyobbat és a legkisebbet.

Megoldés:
f(=) ze*

A—lxm——-hm-——:hme=_1
20 I 00
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Példsk:

I f@)=2Inz Végezzen fiiggvényvizsgélatot!

Megoldés:

Dy =(0,00)

o, f(e) = 1

hm f(z) = hm -1-21- LE iy —25- = liQO —-l»zz =0

Nulla.hely. ln:z: =0 = gz=

fiz)=2zhhz+z=22lnz+1)=0 == ln:t:z——% = gz=ei
z (O,e_%) e 3 l (e_%,oo)
AR -
f N lok. min. /

() =2z +3=0 = z=e3

ffoh] < |1
f n infl. pont

() )a me[he)
f()

Aszimptota: hm 227 — lim zlnz =00 = nincs egyenes aszimptota.

z—00

HF. Hény valés gyoke van az z° Inz — a = 0 egyenletnek? (a € R)

Legyen
f@) = V(- 1)

egyenes aszimptotéja a +o0o-ben?

Végezzen teljes fiiggvényvizsgalatot, és dbrdzolja a fiiggvényt! Van-e a figgvénynek

Megoldés:
Dy=R Nullahelyek: z = +1
Péros fiiggvény, ezért elég = > O-ra vizsgélni és tikrdzni az y tengelyre.

Van-e linedris aszimptota +oo-ben?

/Tx2 — 12 2 _1)2 2
1im@=ﬁmu=hma(z_}_)_=ﬁmsf TP
z—00 T L0 b s T—+00 z3 T—00 3 $2

Nines linedris aszimptota.

(2) = = ot 2
f1@) = 5~ )b 20 = e
70) =i VET =0 g SE DTy 0T

z l (_110)I 0
f +
f s

=1 fO)=0

lok, max.

P R b7 = I G Vi i W

(=) =

V@-1¢ 3 J@-ir 9J@-p
|[01)|1|(1x/3| v3 | (3,)
AR
n N infl. pont U
(B -VE, rH=3 R=Do

@) = VBB 2x 43

9
Keresse meg [ szélsbértékeit a [0, 5] intervallumon!

Megoldés:

[ folytonos [ng]-en W:»E t.
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Abol nem derivélhaté: z =4€1: f(§) =5
Az intervallum végpontjai: f(0) =1, f (g) =1
Ahol differencidlhatd és lokdlis szélsdértéke lehet: f/(z

)=
(2z-8)% =1 = 2-8=41 — zzgg

Tehét a fenti értékek koziil kivdlasztva, a maximum z = O-ban ill. z = g-ben van,

értéke: 1, & minimum pedig z = ;-ben, értéke: —%.

11. Feladatok

1. Keresse meg az aldbbi hatdrértékeket!

a) lim arcsin £ d) lim az’
240 g —voarctgbz
. arctgzx -z
b) 1 —_ =
)zl_lpo o e) Iim a.rctgz2+$+1
arctg 2z Lz
lim .
) ras tgx f) zllg.lo gx"’-l—:l:+1

2. Hatérozza meg az

y:%—i—arcsinl‘z:

értelmezési tartomdnydt, értékkészletét és inverzét!
3. A derivdlt definiciéja alapjén vizsgdlja meg, hogy differencidlhaté-e a 0-ban az
f(z) = ¥z -sin 2z - arcsin 3z
fuggvény?
4. f(z) = 3w — arccos (1 — z)
8) Dy =7 fria fel az zo = % pontbeli érintd egyenesének egyenletét!
b) Invertdlhaté-e f? fi(z) =7 Dy =

10.

11.

12.

13.

a,rcsm z

[z zp = _L ontbeli érintd egyenese?
5P

BICCOS.T

. Abrézolja az

f(z) = arcsinz + arccos

fliggvényt!

. f(z) =z - arctg i; g(z) == arctg%

a) Tegye folytonossd a () helyen az f és g fliggvényeket!

b) F(0)=7, ¢(0)=7?

14z
. f(l')={ B.I'Ctg—l—:—;, hB.Z?él

Hatérozze meg az

f@)=1+In(*+1)

0, haz=1
f(1) =7 lmfi(z)="?
lim 2z+2631+1 o lim ¢ +2e3z+1 _
D a0 227 +3ed7 41 20022 + 332 +1

fiiggvény inverzét (ha létezik), az inverz figgvény értelmezési tartomdnydt ds

értékkészletét!

@) =In (a.rccos %)

Adja meg a fenti figgvény

a) értelmezési tartoménydt, értékkészletét,

b) inverzét, amennyiben és ahol az létezik.

f() = sin (§ arctg z)

a) Dj = 7 N Rf =

b) f@); Dy =% B =?
fl@) =7

8) f(z) = (inz)*

b) f(z) = (sinz)=>="

c) f(=) =
d) fl=) =

3

(sin® £)v=HT
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e) f(z) = (arctg 2z)* f) flz) =2*

14. frja fel & megadott ponton dtmend y = f(z) fuggvény érintd egyenesének egyen-
letét, ha a figgvény kielégiti a megadott implicit kapcsolatot!
8) 22 — 2P -3z +y+7=0; z=1 gyo=-2
V2 7V m
32 42°
Q) 82+ =100z -¢*); To=3 w=1
d) y?sinmy + zcosmz +y = 1; By(1,2)
e) zhhy+yhz=1; Py(e, 1)
f) (22 +47)° - 26a%% = -18;  Po(-1,1)

b) zsiny +ysinz =

Il
el
b3
i
NP

15. Milyen lokdlis tulajdonsdga van az zo = g, #o = 0 pontben az

zlsiny +y+sinz=1
implicite adott fliggvénynek?

16. (z-2Y1-2)=¢’+y; =2, =0
Van-e & fenti implicit megaddsé gorbének lokdlis szélsdértéke, ill. inflexidja az
(%0, 40) pontban?

17. Milyen lokdlis tulajdonsdgai vannak az
zcosmy + 3’z + yeoswz =0
egyenlet &ltal definidlt y(z) figgvénynek az z = 0 pontban?
18. A kétszer folytonosan differencidlhatd y = y(z) figgvény kielégiti az
Ty S N L Ty
implicit egyenletet és y(1) = 2.
a) y(1) =7 ¢'(1)=7

b) Van-e 1-nek olyan kérnyezete, amelyben a fenti y = y(z) fiiggvény alulrdl
konvex vagy alulrél konkdv? (Vigyszat! Ez nem nem lok4lis tulajdonssg.)

19. f(z) =z —1 4 arctg 2°
a) f'(z) =7 Invertdlhaté-e Dj-en?

b) frja. fel az ! figgvény (;—, 1) pontbeli érintSjének egyenletét!

© Koényal. - Fritz Jné — Gyéri S. 53 vll

20. a) ,}L’&thz:? (Indokoljon!)

z—1
th——, z#£-2
b) f(z)={ = 7
X T = 2
Megvélaszthaté-e b értéke gy, hogy f mindeniitt folytonos legyen? Hol
létezik f/(z)?
¢) Az inverzfiiggvény meghatdrozdsa nélkiil szdmitea ki F7Y(0) értékét!
21. Vizsgéljuk meg, hogy 0 < & < 1 esetén invertdlhaté-e az
y=z—¢€-sing
in. Kepler-egyenletnek eleget tevd figgvény! Ha invertdlhatd, hatdrozzuk meg az
inverz derivéltjat is.
Megoldés:
Y =1—¢ccosz el —¢g1+e]
Mivel € € 0,1) => % >0 = y szigorian monoton né == invertdlhaté
(mivel y folytonos is, az inverz is folytonos). Mivel az inverzfiiggvényt nem tudjuk
explicite elédllftani, csak az implicit fiiggvény derivélésa végezhets el. Az in-
verzfiiggvényre vonatkozé implicit egyenlet (z « y):
r=y—¢€-siny

Ezt z szerint derivdlva:

1 =¢/(z) — £(cosy) ¢/ (2)

Y@ =1

~ e cosy(z)
chz, haz <1
2. f(z) = arctg ﬁ, haz>1

a) Adja meg azokat a legb8vebb intervallumokat, amelyeken a fiiggvény szigordan

monoton!
b)  swp {f(z)}=7 inf {f(z)}="
ze[-4.2] vef-32]
max {f(z)} =1 min {f(z)} =7
ze[-1,2] zcf-4.2]

¢) Tekintsiik az (a, f(a)) és (b, f(b)) pontokon dthaladé hirokat,
ahol 1 < a < b < 2. Van-e kdztik vizszintes?
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d) Legyen g(z) = arctgl—-— és Dy = (1,00).

Hatdrozzuk meg a g~ ! inverz fliggvényt! Dg-1 =7
23. Keresse meg az aldbbi hatdrértékeket!

a) lim g; lim z_; lim f’g k) z&!gof
Z00 z T00

—co e . N
b) lim a.r::sin (z; 1) )} zl—lﬂo z'ee
-01 -
* g(z—1) m) lim (arcsinz)®®
-1 z—+0
c) hm —_— '
—0 1 —cosz n) lim (cosz)=
d) lun z"Inz; neN* =0
22— 1
Inz O) lim zT=
e) lim —; aecR,a>0 o
i “;’ . p) lim (1-+arcsin2z)s
H l‘—tpo (F T z-sin ) ) z
-sinx . 1 e —1
1 1 Q) llm (;-ln p )
g) lim ( — — —)
0 AsInz T . sin (arctgz)
T 1 r) lim ‘?h_.
k) lim - =0 g
z+1 \z—-1 Inz 1
i) lim z*?2 s) hm kil
z—40 z—4+0 =z
N 22N

24. Mutesss meg, hogy az aldbbi esetekben a L’Hospital szabdly alkalmazdsa nem
vezet célhoz a hatdrértékek kiszdmitdsdndl, és szdmftsuk ki a keresett hatdrértékeket!

. ZT—COSZ . shz .
)l et 3 ) Jim 5% (= Jim the)
L1
) z’sm; d) 1 sh(z +5)
b) ll-!»% tgx anclo ch (:17 — 1)
25. Hatérozze meg a és b értékét Ggy, hogy az i
5% haz >0
f(z)={a1:+b, haz <0
fiiggvény differencidlhaté legyen R-en!
(1+2%%7, haz£0
%. f(z) = { haz =0
© Kénya I - Fritz Jné — Gydri S. 55 vii

a) Hatérozze meg b értékét dgy, hogy f folytonos legyen!
b) Trja fel az zo = 1 pontbeli érint egyenletét!

27. f(z) = (sln -—:z:) =
S WCE

b) f(z)=7, ha ze B%]
28. f( )—(s‘”)l, ze (032’-)

o) lim f(z) =?

b) fi(z) =7

m - ({77 L

a) Hatdrozza meg b értékét dgy, hogy f folytonos legyen!
b) Bizonyftsa be, hogy ekkor f differencidlhaté is a O pontban!
c) frja fel a 0 pontbeli érintd egyenes egyenletét!

. @ ={ 2" T2l

a) Vilassza meg a értékét dgy, hogy f folytonos legyen = = O-ban!
b) f'(=) =7

31. Legyen f(z) = |«{37*
a) Létezik-e f/(0)?

b) Hatdrozza meg f legnagyobb és legkisebb értékét R-en, amennyiben ezek
1éteznek.

9 min @y=% il {f@}=1

z€[1,00]
32. &) Vézoljaaz f(z) = z® —62” + 9z figgvényt az elsd derivélt vizsgélata alapjdn.
(Konvexitést, aszimptotdt nem kérdezzik.)
b) Adja meg az z° — 627 + 9z = C egyenlet kiilonbs25 valés gySkeinek szémét
a C valés szém fiiggvényében!

2 _
33 ) hm 2E-D

00 xr

=7
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34.

35.

36.

37.

38.

b) Végezzen teljes fuggvényvizsgdlatot és dbrdzolja az
f@) =z +In(e® 1)
figgvényt! (A figgvény zérushelyét nem kell meghatérozni!)
sinx

J@) =2
Van-e linedris aszimptotédje +oo-ben?
f@) =Vt —z+1

Van-e lineéris aszimptotéja —oo-ben?

() = %; y(t) = VI T ool + 2
a) £(t) =7 gty ="
b) Irjafel a gérbe to = 0 pontbeli érintéjének egyenletét Descartes koordindtdkkal!

z(t) =e** + 1% y(t) =ch3t+2t

+z? sinl
z

a) Mutassa meg, hogy a fenti paraméteres egyenletrendszer a to = () paramétert
Zo pont egy kornyezetében meghatédroz egy y = f(z) fliggvényt!
b) Milyen lokalis tulajdonsdga van ennek az f figgvénynek az zo pontban?

Milyen lok4lis tulajdonséga van az

=1+ 2cos-7—-rt,

2

dltal meghatérozott y = f(z) figgvénynek a o = 1 paraméterfl zo = z(to) pont-
ban?

y=sin7rt+-72£t2

i 1
lim (f(z) — Az) = lim ( e -+—:52sinl —z) = lim 2 (sinl - —) =
Z-+100 z—+o00 z z—too z z
N L R

00-0—co 00-0

O —R

go = T: aszimptota a ttoo-ben.

| f(z)=v2ZE —z+1 aszimptota —oco-ben? |
Megoldés:

Vi [1-1+ 4 —zf1-1+%
A= tim 29 - tim 277 fim A

z——00 I z——00 T z——00 4

B= lim (f(z)+2)= lim (\/ac2 —z+1+z) =

=£&(\/u2+u+1——u) u+u+1+u-—lim utl

VErutltu wov@tutliu

1 1
- lim u(lty) —lm Y1t

1
ey e L

Go = —T 5

12. Néhany kidolgozott feladat
f(z)= sizz + 22 sin% + oo-ben van-e linedris aszimptota?
Megoldds:

lim -f—(i) = lim

z—t0 T

r—+to0

( Sm: +z~sinl):1=A
T
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Legyen /(@) — [=}371.
1. Létezik-e f(0)?

2. Hatdrozza meg f legnagyobb és legkisebb értékét R-en (amennyiben ezek

léteznek)!
i =7 i =7
S A A
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Megoldés: In{z® - 1)
. In(z-1) .,
1. zllgxw - 7
|z _iz| . . . . .. PNV NRT
1. lim =13 -1 lim i3 —_1 —»> g = 0-bannem differencidlhaté 2. Végezzen teljes figgvényvizsgalatot és dbrézolja az
2—-0+0 T z—0-0 z 2.1
=g+ 1 —
2. f péros, z 2> 0 esetén f(z) = 237" @) =zt -1)
foy=o0, }E‘o‘o f(z) = hm iz L'H ,-,l.l_m.éo 321 ; =0 fliggvényt! (A figgvény zérushelyét nem kell meghatéroznil)
—Z —T —Z 1
f(z)=3"-m3.23" = 3% (1-In3-2)=0 = =13 Megoldds:
o)l L I L !
FlUmhs)| W3 |[\m3'® L lm ln(zz—l) N = L
f' + 0 l _ T ges—00 T-+—00 1
f 4 lok. max. N 2. Dy |zf>1 hHll:kO f(z) = —o0, z_1_1.1*1} f(z)=
1 1
min f(z) =0 ma.xf(z)_——— 3 w3 -
zeR In3 lim (z+ k(g —1))= lim z(1+ -ln(—zz——ll)=-—oo
1 -0 Z——00 l
3.m<1 (mert In3 > 1) 0
i létezik, inf =
min f(z) nem létezik,  inf) f(z) )14 :::2+2a:—1 o
- 2 -1 -1
= Zl=—1—\/§, $2=—1+\/§¢Df
1. Vézolja az f(z) = z* — 622+ 9z fiiggvényt az elsd derivélt vizsgdlata alapjén f (—o00,—1 . v/3}-ben és (1,00)-ben monoton nd, [~1 — V2, 1) -ben monoton
(konvexitdst, aszimptotdt nem kérdezziik). csdkken.
2. Adja meg az 28 — 622 + 9z = C egyenlet kiilonb6z5 valés gySkeinek szdmdt f(~=1—v?2) <0: itt lok. max.
o C valds szém fiiggvényeként. Vélaszét indokolja.
ggvény: j Pe) = _?,(: +1;) <0 —> f konkdv
Megoldés: lim f=) im (1+ In (z —1)) -1,
( B z—too L z—doo T
1 f@)=s(z—3)2=0 => z=0,z=3 zli'rinm(f(:c) —z)= ,liffwln(zz —1)=+0c0 = csak z =1 aszimptota
fl@)=3(2-4z+3)=0 = =z =1,12=3
F) =4, f0) =

2. f(z) = C egyenlet megoldésainak a szdma: Ry =R
=3 Ve¢& Rre van metszéspontja az y = f(z) és y = C gorbéknek.
¢ < 0: 1 megoldds; ¢ = 0: 2 megoldds; 0 < c < 4: 3 megoldds; c = 4 2 megoldés;
¢ > 4: 1 megoldés.
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