Adattomorités

Bevezetés

Az adattémorités feladata’egy adott informécié minél kisebb helyigény( leirasa. Erre
nyilvanvaléan sziikség van ha cgy adott tarold egységet gazdasagosan szeretnénk
kihasznalni, vagy nagy mennyiségii adatot szeretnénk lehetbleg olcsén €s gyorsan -
tovéabbitani. (Gondoljunk nagy méretii fajlok halozati elkiildésére vagy beszerzésére,
illetve adatok floppyra masolésdra.) Fontos kévetelmény a tomoritések esetén az,
hogy a tomoritett leirdsbol visszanyerhessitk az eredeti adathalmazt. Bizonyos
esetekben kovetelmény, hogy a visszaalakitds soran informéacié ne vesszen el, és
vannak olyan esetek is, amikor valamilyen mértékd informacié vesztés megengedett.
(Ez utdbbiakat adatvesztéses témoritéseknek nevezzik. Ilyen jellegli tomoritéseket
hasznalnak példaul a képfeldolgozo rendszerekben - digitalis képtovabbitas -, ahol az
adatvesztés még lehet6vé teszi j6 minGségl képek eldallitisat.) A tovabbiakban csak
olyan toméritésekkel foglalkozunk, ahol nem 1ép fel informécié veszteség a tomorités,
illetve a visszaalakitas sordn. A tomoritési szakaszt kédoldsnak, a visszaalakitast
pedig dekddolasnak nevezziik. '

Legyen H egy véges halmaz, az 4bécé, elemszédma d; B := {0,1}, a bitek halmaza.
Ekkor a tomorités feladata egy H-beli sorozat lekddolasa minimalis szamu bittel, azaz

minimalis hosszisagi B-beli sorozattal ugy, hogy az dekédolhatd legyen. Tehat
adattoméritésnek neveziink egy /i H* — B* invertalhato fliggvényt.

Szamitogépen az 4béeé elemeit is bitsorozatokkal abrazoljuk, igyivaléjéban B* - B*

tipusi fiiggvényekrdl van szd. Azt szeretnénk a témorités soran elérni, hogy a kodolt
bitsorozat révidebb legyen mint az eredeti, lehetSleg minden esetben.

Kénnyen lathato, hogy a fenti feltételek mellett nem lehet olyan fiiggvényt talalni, ami
minden sorozathoz tovidebb sorozatot rendel. Ez ugyanis azt jelentené, hogy a
flipgvény ismételt alkalmazasaval minden sorozat végs0 soron leképezhet$ lenne egy
cgy hosszisagh sorozatra (sOt tires sorozatra), ami nyilvanvalo informdcio veszteséget
jelentene. Ennél t6bb is igaz, nevezetesen a kiovetkezl tétel:

Tétel: Ha egy invertalhaté fiiggvény minden bitsorozathoz legfeljebb o6nmagéval
megegyezd bosszisign  bitsorozatot rendel, akkor minden sorozathoz pontosan
onmagaval megegyezd hosszusagh sorozatot rendel; azaz nem tomorit.

Bizonyitds: Legyen B" az 0sszes legfeljebb n hossziisagi bitsorozathol allé6 halmaz.
Ekkor f: B0 —» B tipusu fiiggvény, hiszen £ minden sorozathoz legfeljebb énmagaval
rnegegyezé hosszisagl sorozatot rendel, azaz semmilyen Bn-beli sorozathoz sem
rendelhet n-nél hosszabb sorozatot. Ugyanakkor f invertalhaté és az alaphalmaz és a
képhalmaz megegyezik (Dg=R=B"), ami csak tgy lehet, hogy a képhalmaz (Re=B")
minden értéke felvétetik ériékként. Ekkor viszont ha f egy Bn-beli sorozathoz
rovidebb sorozatot rendelne, akkor lennic kellenc olyan sorozatnak is amihez
hosszabbat rendel, hiszen az adott hossziisagl sorozatok szama rogzitett.

A fenti tételbdl az kovetkezik, hogy mnem létezix olyan tomorits algoritmus ami
{ctszéleges sorozatot Bmorit informacio vesztés néikiil, akarmilyen kis mértékben is.
A gyakorlatban azouban mégis Iéteznek tomoritd programok. Felmeriil a kérdés, hogy
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mi ad lehctdséget a tomoritésre? A gyakorlati esetek fontos jellemzGje, hogy nem
minden n hosszisdgh sorozatot kell tdmériteni, hanem azoknak csak egy (rendszerint
kicsi) részhalmazat. Erre a részhalmazra még tovdbba az is igaz, hogy a benne
eldfordulé sorozatokban vannak szabélyossagok, ismétlddések, illetve a jelek
kiilonb6z8 gyakorisdggal szerepelnek. Ezek a tulajdonsagok teszik lehetGvé, hogy a
gyakorlatban el6fordulé sorozatokat tomériteni lehet. '

Egy egyszerli tomoritési eljards az amikor az ismétlgds jeleket nem_ irjuk ki
tobbsz6rdsen, hanem megadjuk, hogy hanyszor fordult els és utana a jelet. Tehat ha a
kodoland6d sorozat az 'AAAAABBCCCDDDD..., akkor ezt -a 'SABB3C4D...
sorozattd alakitjuk. Most feltettiik, hogy az eredeti sorozatban nem szerepelnek
szamjegyek, ugyanis csak ebben az esetben alakithatd vissza egyértelmiien a kodolt
széveg. (BB-t nem érdemes 2B-vé alakitani, ugyanis ez nem jelent roviditést.) Ha ez
nem igaz, akkor specialis jel (pl. #) bevezetése sziikséges, ami jelzi, hogy ismétl&dési
tényez8t reprezentdl a kovetkezd jel. Az algoritmus tovabbi probléméinak
bemutatasitol, illetve a lehetséges megoldasok megadasitol eltekintiink, azt az
olvasdra bizzuk. :

- Egy mésik lehetséges tomoritési eljarast eredményez az az észrevétel, hogy a széveg

jeleit redundénsan 4brazoljuk a szamitogépen. Azaz egy karakteres szbveg minden
egyes jelét 8 biten dbrazoljuk. Ez nyilvan felesleges, ha a szvegben csak az angol

- dbécé nagybetlii és a sz0kdz fordulnak eld. Ez dsszesen 27 Jel, amelyeket meg tudunk
kiilonboztetni 5 bit felhasznalasaval. fgy egy ilyen tipusi n hosszisagh szoveg

kédolhatd egy 5*n hosszisagh bitsorozattal az eredeti 8*n helyett,

Sajnos a gyakorlatban ilyen jelentds mértékben nem szikiil le a jelkészlet, igy a fenti
mddszer nem vezet jo eredményre. A médszer alapotlete, miszerint probaljuk
rovidebb bitsorozatokkal abrazolni az egyes jeleket, azonban tovabbfejleszthets. Ne

torekedjiink arra, hogy minden jelet rovidebben és ugyanannyi bittel reprezentdljunk,

ehelyett hasznaljunk valtozé hosszisagi bitsorozatokat, Rendeljiink rovid sorozatokat
a sokszor elGfordulé jelekhez és hosszabb sorozatokat a ritka jelekhez. fgy
remélhetSleg a teljes bitsorozat hossza is rovidebb lesz, hiszen a gyakori jelek kevés

helyet foglalnak és ez a megtakaritis varhatéan felilmilja a ritka jeleknél felléps
veszteséget,

Legyen a kddolandd széveg: 'FELESLEGES'. Ez 10 bet{ibdl all, ami karakteres
abrézolés esetén 80 bitet jelent. (Kihaszndlva, hogy csak 5 jel szerepel benne, amiket
3 bit segitségével megkiilonboztethetiink a sorozat kédolhaté 10+3 = 30 bittel. Ekkor
azonban a dekddolashoz ismerni kell a leird tablazatot is, ami megadja, hogy melyik
bitharmas melyik jelnek fclel meg.) ‘ :

Ha megszdmoljuk, hogy az egyes jelek hanyszor fordulnak el a sz6vegben, akkor azt
kapjuk, hogy az E négyszer, a L kétszer, az S kétszer, a F és a G pedig egyszer-
egyszer szerepel. Probaljuk meg tehat minél rdvidebb bitsorozatokat rendelni ezekhez
a jelekhez a fenti gyakorisagok szerint. Az E szerepel a legtébbszor, igy rendeljiik
hozz4 a lehetd lerbvidebb, egy jelbdl 4116 '0' bitsorozatot. Folytassuk a hozzarendelést
és abrazoljuk a mésodik leggyakoribb jelet, L-t, az '{'-gyel, és igy tovabb az 'S'-et '01'-
gyel, a'F'-t'10"-val és a'G'-t '1 I'-gyel. Azaz a kovetkez3 tiblazat adja meg a kodolast:
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E 0
L 1
S 01
F 10
G 11

Ekkor a sorozat kodja: 1001 001 1 0 11 0 01. Szokdzokkel valasztottuk el az egyes
jeleknek megfeleld biteket. Ebben az esetben az elhatarold jelek hasznéalataval a
sorozat egyértelmiien dekédolhaté a tablazat ismeretében. Elhatarolo jelek nélkiil az
'10010011011001' sorozatot kapjuk, ami 14 bit. Azonban ebbdl mar nem’ tudjuk
megadni az eredeti sorozatot, hiszen a 'FELESLEGES' mellett egy lehetséges
értelmezés a 'FSEEGELFS', és még szamos. mas sorozat is dekédolhat6 a fenti
tablazatot hasznalva, Ezért ez a kodolas nyilvan elfogadhatatlan.

Egy megoldasi modszer lehet szepardtor jelek bevezetése, ami az egyes jeleknek
megfeleld bitsorozatokat elvalasztja. Ekkor a dekodolas egyértelmi lesz. Ezt tettiik az
clézdekben a sz0kozok alkalmazasaval. Ez azonban jelentdsen noveli a kodolt széveg
hosszat. Egy jobb mddszerhez jutunk akkor, ha megvizsgaljuk, hogy miért
értelinezhetd a kodolt sorozat tibbféleképpen, és ezt probaljuk kijavitani.

A fenti esetben a tobbértelmiiség oka, hogy egy bit olvasasakor nem tudjuk elddnteni,
hogy az egy jel utolso bitje-e vagy pedig egy masik jel kezddszeletéhez tartozik. Azaz
az okozza a problémiat, hogy egy kodszo egy mésik kodszé kezddszelete, prefixe. (Pl
* a0 az E kddja, de az S kodjanak elsé bitje is egyben.) Ha sikeriilne olyan kodszavakat
rendelni az egyes jelekhez, amelyck koziil egyik sem prefixe semelyik mésiknak sem,
akkor a kédolt sorozat egyértelmfien dekddolhaté lenne. Ilyen kédolds esetén ugyanis

egy jel olvasisakor el tudjuk donteni, hogy az egy kodsz6 vége-e vagy sem, a
kodszavak pedig egyértelmiiek. j o

Abrazoljuk a fenti kodtablazatot egy bindris faval. (Ez ‘bindris kodok, azaz
bitsorozatok esetén mindig megtehetd.) 0 feleljen meg egy bal oldali agnak, 1 pedig
egy jobb oldali 4gnak a faban. Frjuk a fa csiicspontjaiba a jeleket, mégpedig ugy, hogy
a gyokérbl a csiicsba vezetd it feleljen meg a jelhez rendelt kodszonak. (Igy nyilvan
minden cstcsnak legfeljebb egy cimkéje lesz.) Ennek alapjan a fenti tablazatnak

megleleld fa: ‘ v
,; IE\ . /IJ\ '
'8 F G

Lathaté, hogy ebben a faban a kdédszavak prefixére kimondott feltétel ekvivalens
azzal, hogy egy jel scm helyezkedig el egy masik jelhez vezet6 uton. (Itt most az E az
S-hez vezet$ uthoz tartozéd cstics cimkéje; azaz az E kodja prefixe az S kédjanak.) Ez
gy és csak ugy teljesithetd, ba csak a fa leveleihez rendeliink jeleket. Egy ilyen
lehetséges fat mutat be az alabbi dbra (a fenti 4talakitasat), a hozzd tartozo
kodtablazattal egyiitt: ‘
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E 00
S 01
L 10
F 110
G 111

Ennck megfeleléen koédolva a szdveget az '1100010000110001110001' 22 bit
hosszsagh sorozatot kapjuk, amit egyértelmiien lehet visszakddolni a tablazat, illetve
a kodfa ismeretében. Ez azon milik, hogy egy binaris fiban minden levélhez egy és
csak egy ut vezet a gyokérbsl. Ez adja a dekédolas algoritmusat is, nevezetesen a
gy0Okérbdl indulva balra illetve jobbra 1épiink aszerint, hogy az olvasott jel 0 vagy 1,

és ha levélhez érunk akkor az annak megfeleld Jelet kiirjuk, és ujra indulunk a
yokérbol

Hatramaradt még annak a kerdeqnck a usztazaea, hogy a lehetséges binaris fak koziil
melyiket valasszuk ki a kddoldshoz ugy, hogy a kddolt iizenet a lehet6 legrovidebb
legyen. Esetiinkben az aldbbi kodfa  szintén egy 22 Dbites kddot
('1100100010110001110101") eredményez, azonban az eddigiek alapjan nem
tudhatjuk, hogy lehet-e ennél jobb kodfat taldlni. Az optimalis kodfa megtalalasara

szolgél a Huffman algoritmus. I}l@ o
NSy

ok \C A

R

Huffman koéd

Az optimélis kodfa elGallitdsdhoz a Huffman algoritmus a jelek gyakorisdgat
hasznélja fel, azaz ismertnek tekintjiik a jelek eléfordulasainak a szdmat a szovegben.
Vegyiink fel minden jelet a relativ gyakorisagaval egyiitt egy graf csicspontjaként.
Ezek a cstcsok lesznek a létrchozandd kadfa leveléi. Vonjuk dssze a két legkisebb
gyakoriségn csiicapontot egy kozOs csucspontba. A kozos csticspont legyen Ose
mindkét dsszevont csiicsnak; az egyik legyen a bal oldali utodja, a masik pedig a jobb
oldali. Az 1jj csucs gyakorisiga legyen az eredeti gyakorisigok dsszege. %gs\s;\ga(_mt ~
csticsokat hagyjuk ki a tovibbi gsszevondsokbol. Folytassuk ezt az eljarast addig,
ainig egyetlen csticsink marad. Ez a csucs lesz a kodfa gyokere.
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Nyilvanvalo, hogy a fenti algoritmus eredménye egy binéris fa, aminek a levelei a
jeleknek felelnek meg. Belathato, hogy ez a fa egy optimalis koédféhoz vezet; tovabba,
hogy a kod hossza fiiggetlen attdl, hogy az egyes lépésekben az azonos gyakorisagu
osztalyok koziil melyeket valasztunk ki 6sszevondsra. (92 »

A maér bemutatott példanal maradva a megadott optimalis kodfa az aldbbi médon all
eld: ' ‘

-

10

E4 f2 spF1 Gl

Itt elgszor az 'F'-nek és 'G'-nek megfeleld csucsokat vontuk ossze, hiszen ezek
gyakorisaga a legkisebb (1), és 1étrehoztunk egy Gscsiicsot 2 gyakorisaggal. Ezek utan

egy 4 és harom 2 gyakorisagu csiicsunk van. Most az 'L'-nek és 'S’-nek megfeleld
" csucsokat vontuk dssze, és igy keletkezett az §siik, aminek a gyakorisaga 4. Ekkor
harom cstics koziil lehet vélasztani, amelyek gyakorisiga 4, 4 illetve 2. Az egyik
csticsnak a 2 gyakorisaga csiicsot kell vélasztani a két négyes koziil az §sszevontat
hasznéltuk fel ebben az esetben; az eredmény csiics gyakorisiga 6. A végsS 1épésben
ezt kell Gsszevonni az 'E'-nek megfeleld 4 gyakorisagh csticesal, igy kapjuk a fenti fat.
(Nyilvanvaléan més fat kapunk, ha a masodik vagy a harmadik dsszevondsi 1épésben
kiilonbdz6 csficsokat valasztunk; azonban ellendrizhetS, hogy minden lehetséges
esetben a végs kodsorozat hossza 22 bit.) | ‘

A kodfat 1étrehozd programban sziikségiink lesz egy prioritas sorra, amibe elemek
helyezhetk el megadott prioritassal (insert), és a legalacsonyabb prioritisi elem
kivehetd a sorbol (remove). (A sor elemei lesznek a vélaszthaté csucspontok a
megfeleld gyakoritds értékkel,” mint prioritds,) Két tovabbi miiveletet kell
értelmezniink: egy iires sor létrehozését (inir), és a sor lirességének eldontését (empty).
Ennek alapjén a prioritds sor tipusspecifikacioja:

PQ = (P,I,{init,empty,inscrt,removg}), ahol:

P= set(N,N) (N a természetes szamok halmaza),
I= true, -
Ame=P  Bm={o
p
Qinit = 1837

Ripi = (0= )
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Aempty = PxL
p 1
Bempty = '
p
Qempty =p= p'

Rempty = Qempty A I=(p=9)

Ajpsert = PXINXN
p prel
Binsert = PXNxN
p'pr'el
Qinsert =p=p' Apr=pr' nel=cel
Rinsert = (pr=pr' nel=el' Ap=p'U(pr.el))

Aremove = PxN
p el

Bremave = P :
‘ p
Qremove =P =p' Ap#J ,,
Riemove = 3(pr.e)ep”: V(r,f)ep': prsr A e =cl A p=p'\(pr,eD)).
Ennek a tipusnak egy lehetséges megvalositasa az, amikor azt egy rendezett hirmassal
reprezentdljuk, aminek az els¢ két komponense egy-egy vektor, a harmadik

komponens pedig a sorban levd elemek szama (db). Az els6 vektor (e) a sorban levo
elemeket tartalmazza, a masodik (p) pedig a megfeleld prioritasokat. Azaz:

PQ = (¢:E, p:P, db:Np); ahol:
E = vekt([1..d],N); P =(vek[1..d},V);

A tipus részletes kifejtésétol ecltekintiink, azt az olvaséra bizzuk. Az cgyes
miiveleteket megvalosito programok:

init(pq)
l
pq.db:=0

[ = empty(pq)
I

I := (pq.db < 0)
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insert(pq,pr.el)
I

pq.db := pq.db+l
pq.e[pq.db] :=el
pq-plpq.db] := pr

el := remove(pq)
l
min,j := 1,2
j<pq.db |
\ pq.plj] < pq.p[min] !
min:=j ‘ SKIP
ji=j+l
pq.e[min],pq.¢[pq.db] := pq.e[pq.db],pq.e[min]
pq.p[min],pq.p[pq.db] := pq.p(pq.dbl.pq.p[min}
‘ el := pq.e[pq.db]

pq.db = pq.db-1

Tegyiik fel, hogy a H abécén értelmezett az ord fliggvény, ami egy jel sorszamat adja
meg, azaz ord: I —> [1..d]. A binéris fat két vektor segitségével reprezentaljuk. Az os
vektor megadja egy adott indexd csiics sziiljének indexét, ami az index ha a csiics bal
oldali utod, illetve az index -1-szerese, ha a cstcs jobb oldali utéd. A gyak vektor a
csticsoknak megfeleld gyakorisag értékeket tartalmazza. A féban levd csticsok szdma
nem haladhatja meg a jelek szamanak a kétszeresét, azaz 2*d-t. Tehat:

8s = vekt([1..2+d},Z);  és gyak = (vekt[1..2%d],Np).

A kodfa épités soran kezdetben mindkét vektor elsé d eleme a jeleknek megfeleld
csticsokat &brazolja. Ehhez keriilnek hozza egyesével az Osszevont csucsok az Os
illetve gyak vektor soron kivetkez elemét allitva, egészen addig amig a prioritas sor
ki nem iiriil. Az ij elemek bekeriilnek a prioritas sorba, kivéve ha az 4j elem lenne az
egyetlen elem. \ . L t

Az aldbbiakban megadjuk a kodfa épités programjat, ahol feltessziik, hogy a gyak
vektor elsé d eleme megfelelden inicializalt, valamint, hogy a szovegben legaldbb két
kiilonboz6 jel szerepel. (A program megfelel a fenti leirasnak, az elsd része a prioritas
sor inicializalasa.)
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Kodfa épités

init(pq); i :=1;
_ i<d
\ 8yak[i] >0 /
insert(pq,gyak[i],i) SKIP
| i =it
| := empty(pq)

=l

t; := remove(pq)

t; = remove(pq)
6s[i] := 0; Os[ty] := i; Os[ty] = —i;
gyak(i] := gyak[t; [+gyakit,]
1 := empty(pq)
\ 1 ‘ /

SKIP insert(pq,gyak[il,i)
i:=i+l

A kédfa alapjan a kodtablazat elkészithetd. Abrazoljuk az egyes jeleknek megfeleld
kddokat két természetes szammal. Az els6 szdm legyen a kdd kettes szamrendszerbeli
értéke, a mésodik pedig, hogy ebbdl hany bit szamit, azaz a kéd hossza. (A vezetd
nullaknak is fontos szerepiik van most.) Minden egyes jelre az elsé szamot, a kod
értékét, taroljluk a kod tombben, a hosszat pedig a hossz tombben. Azaz:

kéd = vekt([1..d,Ng); &  hossz = (vekt[1..d],Ny).

A kddtablazat elGallitdsa nem mas, mint a kédfaban a levélt§l a gyokérig vezets Ot
megkeresése az Gs vektor alapjdn minden jelre. Az ut keresése soran a megfelel6
kettes szdmrendszerbeli szamot kell eldéllitani, azaz ahogy haladunk felfelé Ggy, kell
a kettShatvanyt ndvelni és ezt hozzdadni sz eddigi értékhez ha jobb oldali utdéd volt
vagyis a bit értéke 1 (Gs érték negativ), illetve figyelmen kiviil hagyni ha bal oldali
utéd azaz a bit értéke 0. A kod hossza a gydkérbe vezeté it hossza lesz. Ezt az
utkeresést végezze a kodgen program, amiben h jeldlje az aktudlis 0t hosszat, x a kod
értékét és b a bit értékét. Ezt felhiaszalva a kodtablazat épitd program:
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Kédtabla

=1
i<d
h,x :=0,0
\ gyakli] >0 /
kddgen ~ SKIP
kod[i],hossz[i] := x,h ' ’
=i+l

kodgen
|
t,b := &sil, 1

t=0
\ ‘ t<0 /
Xt = xtb,~t ‘ SKIP

t,b.h = 8s[t],2*b,h+1

A kédtibla segitsépével a szoveg kddolhatd, nevezetesen a jelcket kell olvasni
egyenként, a jelnek megfeleld bitsorozatot kiolvasni a tablabol és ezt bitenként kiirni.
A kédolt sorozathoz a kodtabiat ki kelt imi (hossz €s kdd vektorok), enélkiil az nemn
dekodolhatd. (Bz a kodolt sorozatot megeldzi.)

A dekadolas soran a kodtabla alapjan eldszor fel kell épiteni a kodfat. Ezutan biteket
kell olvasni és a gyokérbdl kiindulva a kodfa megfeleld dgain kell lefelé haladni, amig
levélhez nem ériink. Ekkor a levélnek megfeield jelet ki kell irni, és Gjra a gyokérbsl
indulni. A kodolds és dekédolas programjat nem adjuk meg, annak megirdsa az olvasé
feladata. (A binaris [a reprezenticigjahoz az Adatszerkezetek c. tantdrgy ad
Gtmutatést.) o | |

Aritmetikai {8mbrités

A Huffinan kod esetében a tomoritendd szdveg minden egyes jeléhez egy binaris
kodszot rendeltiink, és czok sepitségével kadoltuk a szoveget. Prébalkozzunk egy
ennél mohdbb modszarrel, és kiséreljiink meg az cgész szdveghez egyetlen kodszot
rendelni. Lepyen ez » kadszd egy a{0,1] intervallumba esd racionalis szam, amelyet
az Abéeé jeleinek relativ gyakorisdga alapjdn szAmitunk ki a szdvegre.

Legyen P a relativ gyakorisgokat megado fiiggvény, azaz Pt H — (0,1). (P értckeit
kiszamolhatjuk ha ismetjitk a jelek gyakorisagét &s a szdveg hosszat, hiszen cgy adott
jelre P ériéke ezek hanyadosa) A relativ gyakorisagok alapjén elkészitjik a [0,1)
intervallom cgy teljes éc diszkrét intervallum felbontdsat, méghozza ugy, hogy
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minden #&bécébeli jelhez pontosan egy intervallumot rendeliink. Mindegyik
részintervallum balrdl zart, jobbrdl nyilt legyen.

Az elsé részintervallum bal oldali végpontja legyen 0, jobb oldali végpontja pedig az
els§ jel relativ gyakorisdga. Ez felelien meg az elsé jelnek. Minden tovabbi

intervallum bal oldali végpontja legyen az elz6 intervallum jobb oldali végpontja, a
jobb oldali végpont pedig a bal oldali végpont nivelve az dbécé kovetkezd jelének
relativ gyakorisagaval. Ez azt jelenti, hogy az i. intervallum bal oldali végpontja jelek
relativ gyakorisdgainak dsszege i-1-ig, a jobb oldali végpont pedig ugyanezen 0sszeg
“i-ig. Ez az intervallum feleljen meg az 4bécé kovetkezs, i. jelének. Formalisan, ha
" {Iy,...,14} a részintervallumok halmaza, akkor: ‘ ‘

- - : |
Ij = ) P(char()), > P(char(j)) ); (i=1,.d)
=1 - 3

i=

Legyen a tomoritendd szoveg az 'ETELE'. Ekkor az 4bécé jeleinek gyakorisiga: E
esetén 3, L és T esetén pedig 1. A szoveg hossza 5, igy a relativ gyakorisagok:
P(E)=0.6, P(L)=0.2, P(T)=0.2. A részintervallumok: [0,0.6) felel meg E-nek, [0.6,0.8)
felél meg L-nek, és [0.8,1) felel meg T-nek. : '

A szoveg elsd jelét egyértelmiien kédolhatjuk a neki megfeleld intervallummal,
pontosabban egy, az-intervallumba esd tetszSleges racionalis szammal. Tovabba az is
/igaz, hogy ha a teljes sz6veghez olyan kodszot rendeliink, ami ebbe az intervallumba
esik, akkor a dekddolaskor az elsd jel egyértelmiien meghatarozott. A szoéveg masodik
jeléhez rendeljiink egy intervallumot, ami azonban méar nem a [0,1) része, hanem az

elsd jel altal meghatarozott iritervallum tovabb finomitasa. Azaz készitsiik el az clsd
jelnek megfeleld részintervallum egy telies ¢és diszjunkt felosztasat a relativ
gyakorisagok alapjén, hasonléan mint azt a [0,1) esetén tettik. Valasszuk ki czen
intervallumok kéziil a masodik jelnek megfeleldt, és tekintsiik ezt az intervallumot a
szoveghez rendelt kodnak. Fzzel az elsd jel még mindig visszafcjthetd, hiszen nem
hagytuk el azt az intervallumot, és a mésodik jel is megkaphatd, hiszen a
dekédolaskor csak az elsd jel intervallumat kell felosztani a relativ gyakorisagok
alapjén, és kikeresni, hogy melyikbe esik a kéd.

Ezt az eljarast lehet folytatni a szoveg jelein sorban végig haladva, egyre finomodo
intervallum felosztasok meghatérozasaval. A végs6 intervallumba es tetszileges
raciondlis szammal kodolhatjuk a szoveget. A dekodolds sorén az egyes jelek sorban’
elsallithatok az intervallum felosztas Gjra szamitdsaval. Azonban ekkor nem tudjuk
megmondani, logy az eredeti szoveg mikor ér véget, hiszen az intervallumok
finomitdsa tetszilegesen sokdig clvégezhetS. Ezért egy specialis termindlis jel
bevezetése vagy a sziveg hosszanak megadasa sziikséges. (Specialis jel esetén amikor
eltszor a neki a megfelels intervallumba ériink leallunk a dekddolassal, a hossz
ismeretében pedig megfeleld szamd jel el64llitasa utén kell abbahagyni a dekédolast.)

Nézziik meg, hogy mit jelent ¢z a midr bemutatott pelda esetén. (Lasd abra.) Az elsd
jel az E, az ennek megfeleld intervallum a [0,0.6). Ezt kell Gijra felosztanunk a relativ
gyakorisagok alapjan. fgy kapjuk a [0,0.36), [0.36,0.48), [0.48,0.6) intervallumokat
amelyek rendre megfeleluek az B, L és T jeleknek. A mésodik jel a T, igy az ennek
megfeleld intervallumot, & [0.48,0.6)-ot kell jra felosztani, A felosztas credménye a
[0.48,0.552), [0.552,0.576), 10.576,0.6) intervallumok, amelyck az E, L és T jeleket

reprezentaljik. Ezt kell tovabb folytatni, és végill a szOvegnek megfelels intervallum a
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[0.5232,0.53184) lesz. Reprezentaljuk ezt az intervallumot a bal oldali végpontjaval,
azaz a szoveg kodja 0.5232 lesz. | ‘ : :

i

T
08}
L | .
0.6.}- 06— 06
T ol 0.45 '
E 036}
E
ol oo ‘

A dekédolaskor a 0.5232 a [0,0.6)-ba esik, igy az elsd jel csak az E lehet. Eat az
intervallumot ujra felosztva latjuk, hogy a kéd a [0.48,0.6)-ba esik, igy a mésodik jel
csak a T lehet, Ezt az eljardst tovabb folytatva eljutunk az 'ETELE' szdvegig. (Ha nem

tudnank a szoveg hosszét, akkor termindlé jel hidnyaban tovébb lehetne folytatni a
" dekodolast és hamis jeleket-kapnank a szdveg végén.) . ‘

Vezessiik be az r vektort az intervallumok jobb oldali végpontjainak a tarolaséra, azaz
a kummulalt relativ gyakorisigok tarolasara. Egészitsiik ki ezt a vektort egy nulladik
elemmel, aminek az értéke legyen 0. Tehat: ‘ ‘ ‘

R= vekt([O..d],Q)
In(0) = (1[0] = 0 A Vie[L..d): r[i]e[0,1] A xfi~1] <1li}), ‘
ifi] = 2 P(char(j)); (i=0,.d

j=1

Defini4ljunk egy hérom értékii ¢ rekurziv fiiggvényt. Az elsé komponense adja meg
az éppen aktualis intervallum als6, a masodik komponens pedig a felsd végpontjat. A

harmadik komponens legyen egyenld az eddig kodolt sorozat hosszaval. Ennek
alapjan:

¢: Ny > QxQxNy )
8(0):=(0,1,0) »
Si+1) := (1 () +a() 91 (D) *rlord(s;y )11,
L @A)~ () #rlord(siy ],
ROy

Az eddigiek felhasznasaval a kodolds specifikdcioja:
g
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A = SxRxNygxQ 8 =seq(H)

s rn |
B =SxR
s r

Q=(s=s'Ar=r)
R=(r=r An=¢3(s'.dom) Al=¢;(s'.dom))
Ezek utan a kédold program a ¢ rekurziv fiiggvény kiszamitésa. Alkalmazva az erre

vonatkozo tételt tigy, hogy ¢(-nek l-et, ¢,-nek h-t és ¢3-nak n-et feleltetjiik meg,
kapjuk az alabbi programot: , ‘

Lh,n:=04,0
ss,ds,s: read
ss
L,h,n = l+(h-1)*r[ord(ds)-1},1+-(h—1)*r[ord(ds)],n+1
 ss,ds,s: read

A dekodolashoz vezessiik be a w harom komponensii rekurziv fiiggvényt, illetve az n
fiiggvényt. n egy adott kodrol dontse el, hogy az melyik karakternck megfeleld
intervallumba esik egy adott részintervallum esetén. y elsd két komponense adja meg
az aktudlis intervallum also és felsd hatérat (hasonldan ¢-hez), a harmadik komponens
pedig legyen az eddig dekddolt sorozat. Tehét:

e Ox0xQ - H, és

nwlhy=j <= tj~1]< v-D/h-1) <rfj].

y: Ng —> OxOxS

y(0) == (0,1,2) ;

w(i+!) == (@@= O)*elpv,w  D)w2())-1],
RO ORI TTVASTORTGI) P
con(yr3(i),char(r(v,w 1 (D,w2(D))))-

Ezt felhasznalva a dekodold program specifikacioja:

A= SXR‘KN()XQ
X rn Vv
B = RxNgxQ)
rn Vv
Q=(@=rAv=vAan=navel(,]))
R =(Q A x=y3(n))
A dekodolas programja az eldzihoz hasonléan visszavezetheld a rekurziv fliggvény

kiszdmitisanak tételére. A programban yy-nck I-el, wp-nek h-t és y3-nak x-ct
feleltettiik meg.
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i, 1, hx:=0,0,1,Q
i<n
Jji=pwih)
x:hiext(char(j))
1,h = l(h=l)*efj], H(h-D*rf]
i=1i+

A j = p(v,1,h) értékadast megvalositd program visszavezethetd a lineéris keresés 2.
- véltozatara: ! ‘

Ji=nw,Lh)
I

j’ q:.= 1 y (V'—l)/(h—l) :
fjl<q
ji=j#¥

" Ezzel a problémat elinéletileg megoldottnak tekinthetjiik. A gyakorlatban azonban ez
a megoldas nem lesz megfelels, ugyanis csak akkor miikodne jol, ha tetsz8leges
pontossaggal tudnink Abrazolni a racionélis szamokat. Erre azért van sziikség, mert az
intervallumok egyre kisebbek lesznek, azaz a végpontok egyre kozelebb keriilnek
egyméashoz. Ez azt jelenti, hogy még viszonylag' rovid iizenetek esetén is sok
tizedesjegy megegyezik a szamok elején. Ennek eredménye, hogy amikor a gépi
poutossag hatardra jutunk a kodolas értelmét veszti, hiszen az intervallum egy
szamma fajul, és ezt hidba osztanank fel ijra meg {jra.

Tegyiik fel, hogy csak valahany (pl.: 32) bites egész szémokat tudunk abrazolni, és
alakitsuk 4t a fenti algoritmust ennek megfelelden. Ez egyrészt azt jelenti, hogy nem
relatfv gyakorisag értékekkel, hanem gyakorisag értékekkel dolgozunk. Ennek
megfelel8en az r vektor nem a kummulalt relativ gyakorisdgokat, hanem a kummulalt
gyakorisdgokat tartalmazza. Mésrészt ‘az intervallum végpontjait is cgészekként
abrazoljuk. Ezen egész szédmok értéke természetesen joval meghaladja az
4dbrazolhatdsag hatarat. Azonban ahogy az intervallumok finomodnak, ugy keriil ezek
értéke egyre kozelebb egymishoz, ami azt jelenti, hogy a legmagasabb helyiértéki
bitek (az elsd bitek) érteke megegyezik (1d. abra).

h: L.l : v '
l - ‘ | h: ql
- !

)
v (=kod) ‘ v (=kod)

I 00.0... | | i 4o..0.
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Ezeket az egyezd biteket ki lchet irni, hiszen ezek a késGbbiek sordn sem véltoznak. A
kiiras utdn pedig ezek elfelejthetdk, azaz kiléptethetSk, és djabb, alacsonyabb
helyiértékii bitek vehetdk a szamokhoz. A programban nem az [Lh) intervallumot
abrazoljuk, hiszen erre nincs is lehetGség, hanem a [Lh]-t.

Jelolje F az Abrazolashoz hasznélt legnagyobb szém felét, N a negyedét, H pedig a
haromnegyedét. (Azaz F-ben az elsd bit 1 a tobbi 0, N-ben a méasodik bit 1 a tobbi 0,
mig H-ban az elsd két bit 1 a tdbbi 0.) Tudjuk, hogy 1 és h az intervallum végpontjait
abrazolja, ezért | < h. Ezért ha h < F teljesiil, akkor mind | mind h elsd bitje 0, és ez a
kés6bbiek soran sem valtozik, tehat ez a bit kiirhatd, kiléptethetd és j bit léptethetd
be alulrél mind 1-be mind h-ba. Hasonléan, ha F <1 teljesiil, akkor 1 és h elsG bitje egy
és ez kifrhatd, és uij bit 1éptethetd be. A belépd bit 1 esetén mindig 0 (1 = 2+1), h esetén
mindig 1 (h = 2*h+1), ugyanis igy tudjuk a zart intervallumot abrézolni.

1 és h értéke masként is kozel keriilhet egymashoz, nemcsak a fenti két esetben, és
ekkor is ijabb bit(ek) bevonaséra van sziikség, annak érdekében, hogy kellSen pontos
legyen az 4brézolds. Nevezetesen minden olyan esetben amikor a h-1 < F feltétel
teljesiil. Ez teljesiil a fenti két esetben, valamint akkor, amikor mind 1 mind h 'nagyon'
megkozeliti F-et. Pontosabban, ha N < 1 < F < h < H. Ekkor lehetséges, hogy keét
kiilonbdzd jel hataséra ugyanazt az 0j 1 és h értékeket kapnénk, mert nem elég 'finom’
az 4brazolas. Ezért 0j bit bevonasasra van sziikség, de ezt nem tehetjiikk meg olyan
egyszerlien mint az eldz6ekben, hiszen az elsd bitek kiilonbdznek. Az elsd bit ebben

az esetben nem irhatéd ki, hiszen nem tudjuk, hogy a finomitott intervallum F melyik
oldaléra fog esni. ( ‘

Vizsgaljuk meg részletesebben mit is jelent a N <1 < F < h < H feltétel. Egyrészt,
amint mér targyaltuk 1 elsg bitje 0 h-¢é pedig 1. Masrészt a 'sz€ls§’ egyenlGtlenségek
miatt | masodik (és még utana valahény darab) bitje 1, h masodik bitje (és meég
valahény) 0. Azaz | és h bitképe az alabbi:

h 110101 ... 1b
] o] 1 1] ...15b

Az elsd bit ugyan kiilonbozd 1-ben és h-ban, azonban az utdna kovetkezd valahany bit
is kiilonb6zd, és még azt is tudjuk, hogy ezek kiilonboznek a megfelelS elsS bitektdl.
Ez lehet3séget ad arra, hogy az elsd bit.elkiildését késleltessiik, és csak akkor irjuk ki
amikor az értékét mér ismerjik, Nevezetesen, az cls6 bitbeli killsnbséget cstsztassuk
it a masodik bitre, hiszen arra nincs sziikségiink, mivel az az elsd ellentetje. Ez
megtehetd, ha mindkét szambél N-et levonunk. Ezutin az els bitet 1éptessiik ki és

jegyezziik meg, hogy egy bit 'van a pufferben’. (Vastagitott rész jeldli a kileptetett
bitet.)

h 01110
1 101011

b
b

Amikor olyan allapotba jutunk, amelyben mér eldonthetd, hogy F melyik oldalén van
az intervallum, akkor kiirhatjuk az elsé bitet (az eredeti bitet), és utina megfeleld
szami (puffer) ellentétes bitet. Ezt végezze el v:hiext®(b). Ezek utén a program, ahol k
jeloli a puffer aktudlis mérctét, n a szoveg hosszat és v a kédnak megfeleld bitsorozat.
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I, h, & n, v:=0,2+F-1,0,s.dom, &

ss,ds,s: read

58 = norm
1, h := l+((h=1+1)*r[ord(ds)-1])/n,
1+((h~1+1)*r[ord(ds)])/n-1
h<FvF<lIv(N<lah<H) ‘
\ h<F \ Fx<l1 —(h<FVvFsI)A(N<lah<H)
vehiext'(0) | vehiext*@) | Lhki=1-Nh-Nk+l
Lh :=1-F, | o
h-F
1, h:=2%], 2*h+1
ss,ds,s: read
v:hiext®* (1)

v-hiext™ (b) |
- v:ﬁiext(b)
k>0
v:hiext(1-b)
k :==k-~1

A v:hiext**(1) programrész az | bitjeit irja ki Ggy, hogy kezdetben ellendrzi N ¢és |
viszonyét a helyes puffer kezelés érdekében. Ennek megirasa az olvasé feladata,

A dekédols programjanak a szerkezete nagyon hasonlit a kodolaséra, ahogy az az
elméleti programra is igaz volt, hiszen ennek sordn az intervallumok analég modon
véltoznak. Most csak arra kell igyelniink, hogy a binéaris kéd megfelel§ részét, v-t, is
karban kell tartani, hasonléan az' intervallum végpontokhoz. Jeldlje y a kodolt
bitsorozatot v ;= get(y) pedig allitsa el3 v-t bitenként teljesen. Azaz y-bol olvasson be
az abrazolashoz hasznait bitek szadmaval megegyezd szami bitet, és ennek a binaris
szamnak az értékét rendelje v-hez. Ezek utan a program:
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I, h,i,x:=0,2*F-1,0,; v:=get(y)
i<n
Jjr=nwLh)
x:hiext(char(j)); i :=i#1
1, h == l+((h=-1+1)*c[j-1])/n, 1+((h=1+1)*r{j])/n-1
h<FvF<Iv(N<lAah<H) .
\ h<F |\ Fx<I -(h<FvF<)A(N<Iah<H)
SKIP Lh,v :=1-F, Lh,v := -N,h—N,v—-N
h—F,y—F ‘
1, h :=2%], 2«h1
sy,dy,y: read
v i=2*vidy

‘j = u](v,l,h)
i, q:= 1, (v=1+1)*n)/(h-1+1)
ril<q
j=j¥

V= ,‘get(y) :
v,i:=0,0

i < bitszam

sy,dy,y: read

v, i 1= 2*v+dy, i+1

Megjegyzés: A programokban szerepel a kettGvel valo szorzis. Ezt célszerii
helyettesiteni balra léptetéssel (<<l C-ben), és ekkor az F-fel vald csokkentés is
elhagyhatd, hiszen a 1éptetés esetén nincs tilcsordulas. (Egyes forditéprogramok eleve

1éptetéssel helyettesitik a kétszerezést. Ha ez nem igy lenne, akkor célszer(i a szamhoz
onmagét adni a szorzas helyett.) ;

Osszehasonlitva az aritmetikai tomoritést a Huffman koddal, megéllapithato, hogy az
aritmetikai tomérités eredményezhet rovidebb kédot. Ennek az oka, hogy a Huffman
algoritmus egész szam bitet rendel minden egyes jelhez, az aritmetikai tomorirés
pedig részbiteket is rendelhet jelekhez, hiszen az egész szoveghez rendel egy kodszot.

(Azaz, ha egy jelnek megfeleld optimalis bitsorozat hossza 2.6 lenne, akkor a
Huffman algoritmus vérhatoan 3 bitet hasznél fel.)
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A Huffman algoritmus elénye az aritmetikai tomoritéssel szemben, hogy egy jel
kodolasahoz nem hasznal fel ismereteket sem az €lz3, sem a kovetkez6 jelekr6l. Az
ilyen tipust tomoritéseket elemenkeénti toméritésnek nevezziik.

Az aritmetikai tdmérités ugyan nem elemenkénti tomorités, azonban rendelkezik egy
szintén fontos  tulajdonsaggal. Nevezetesen az input sorozat egyszeri végig
olvasasaval folyamatosan allitia eld a kodot, aminek kezdGszeletei dekodolhatok. Az
ilyen tomoritéseket on-line témdritésnek  nevezzilk. ' Természetesen, minden
elemenkénti tdmorités on-line tomorités is egyben. '

Az eddigiek soran feltettiik, hogy a jelek relativ gyakorisaga ismert. Gyakorlatban ez
sok esetben nem tehetd fel. Ilyen esetekben szokas ugynevezett adaptiv modelleket
hasznalni, amelyekben a relativ gyakorisigot egy kezdeti értékbdl (egyenletes
eloszlas) kiindulva a szoveg kédolasa sordn karbantartjdk. Aritmetikai tomorités
esetén ez megoldhatd gy, hogy kezdetben az Gsszes jel gyakorisaga 1, és egy jel
olvasésakor annak gyakorisigat eggyel ndveljiik. Mindig az aktuélis gyakorisig
értékek alapjan végezziik el az intervallum vjra felosztasat. Ez a dekddolas sorén is
megtehetS, hiszen a kezdeti “intervallum felosztds ismert, és minden egyes jel
dekodolasakor a gyakorisag tablazat megfelelSen médosithatd. Ezt az eljarast a

kbvetkezd algoritmusban részletesen bemutatjuk.

Graf tomorités:

Rendeljiink egy iranyitott grafot az input szoveghez a kovetkezGképpen. A graf
csticsai legyenek az 4bécé jelei, az élek feleljenek meg a szOvegben egymés utin
eléforduld karakterparoknak. Azaz az x jelfi csticsbol vezessen él az y jelil csticsba, ha
a szbvegben y x-et koveti valahol, vagyis 'xy' eldfordul. ;

Egy lehetséges tomoritési eljaras a fenti graf hasznélataval az alabbi. Sorszamozzuk
meg a csicsokbdl kiinduld éleket, minden csucsra kiilon-kiilon. Ekkor egy csiics
esetén elég a megfeleld él sorszdmit megadni, hogy a szovegben el6fordulo
kovetkezd jelet leirjuk. Nevezetesen annak az élnek a sorszama adandé meg ami 4
kvetkezd jelet reprezentdlo csicsba vezet. Ha ilyen él még nincs a grifban, akkor
adjuk meg a 0 sorszamot valamint a kdvetkezd jelet, &s bovitsiik a grafot a megfeleld
éliel. A dekodolas sordn a graf ugyanigy felépithetd a kodsorozat alapjan, mint azt a

kodolaskor megtettiik. (Mindkét esetben az induléskor a graf élhalmaza iires.) Tehét a
grafot nem kell a kodsorozattal egyiitt elkiildeni. 1

Modositsuk a fenti eljarast igy, hogy sulyokat rendeliink az élekhez aszerint, hogy
azok hanyszor voltak hasznilva. (Azaz az él silya a megfeleld jelpar eddigi
eléfordulasainak szama, gyakorisdga.) A koédsorozat élljon két részbll. Az egyikben
az &l sorszamok sorozatit adjuk meg aritmetikai kédoléssal, felhasznalva a gyakorisag
értékeket. A masik sorozat legyen az 0j élek behuzdsahoz sziikséges jelek sorozata.
(Esetleg ez is tomoritheté valamilyen modon.)

A kédsorozat masodik része (a jelek sorozata) elhagyhato, abban az esetben, ha a
grafban méar kezdetben minden lehetséges &It felvesziink. (Azaz dinamikus graf
&brazolas helyett statikusra tériink at.) Ez ugyan a graf abrazolésdhoz sziikséges
memoria teriilet méretét jelentésen megndvelheti, azonban a grafot nem kell a
kodsorozattal egyiitt megadni, igy a kod méretét nem noveli. (Az feltehetd, hogy mind
a kodold, mind a dekédolé program rendelkezik kell6 nagysagu memoriaval.) A graf
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éleinek sulya kezdetben legyen 1, késobb pedig valtozzanak a gyakorisag értékeknek
megfeleléen. .

Ekkor a kéd az élsorozat aritmetikai kodja lesz, amit hasonléan kapunk mint az
adaptiv modellt hasznalo aritmetikai kodolds esetén. Ebben az esetben azonban az
intervallum felosztas alapjat nem a jelek szovegbeli (globalis) gyakorisaga szabja
meg, hanem egy masik jelhez viszonyitott (lokdlis) gyakorisaga. :

Az egy csticsbol kiinduld éleket abrazoljuk egy vektorral (R), amelyben a kummulalt
gyakorisagok szerepelnek (ugyaniigy mint az aritmetikai kodolas esetén). A grifot (G)
abrazoljuk a csticsok vektoraként, azaz a graf egy vektor a kummulalt gyakorisagok
vektoraibdl (matrix). fgy a megfeleld tipusok: ‘ L ‘

G = vekt([1..d],R);
R = vekt([0..d],N);
IrR(r) = (f[0] =0 A 'Vie[O..r.dom-l]: r{i] < r[i+1]).

Az aritmetikai kodolasban hasznalt intervallum finomitast adja meg az o fiiggvény.

Ez egy intervallumhoz hatirozza meg egy jelnek megfeleld 4j intervallumot a
kummulalt gyakorisigok és az eddigi hossz (normdldsi tényezd) ismeretében.
Felhasznalva az aritmetikai kodol4snal megismert modszert, ez formalisan:

o QxQxRxHx;N — OxQ
a(l,h,r,e,n) = (1+(h-1)*rford(e)-1]/n, 1+(h—1)*r{ord(e)}/n ).

Vezessﬁk be a [ fiiggvényt, ami egy sorozathoz egy grafot rendel a fent leirtak szerint,
azaz: ‘

rS—>G¢
I'(s)=g, ahol
ord(y) s.dom-1 )
Vayells glord(ollordy)] = 3. (14 2 X(5i= X ASipy = char(i)

J=1 i=]

A glord()][0] = 0.
Ez a fiiggvény megadhat6 rekurzivan is. Ehnek érdekében vezeséﬁnk be két specialis
G tipusi matrixot, /-t €s E,-.(t. Gy legyen az a métrix amelynek minden soranak j.

eleme j. E;; métrix minden eleme legyen 0, kivéve az i. sorénak j. és annal nagyobb
indexd clemeit, amelyek értéke legyen 1. Tehat: ‘

vie[l..d): Vje[0..d] Golill] =j.

vke[l..dpi}: Vie[0.d]: Eijk](] =0 A
Vle{0.j-1]: By lilil] = 0 A Vie[.d): Eylilll] = 1.

Ezek segitségével T rekurziv kifejtése:
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I'(©) = Go;
I'(<e>) = Gg;
[(hiext(s,e)) = I'(8)+Eqrd(s.hiv),ord(e)-

A graf-aritmetikai tomorités ami egy széveghez egy intervallumot rendel, megadhat6
az alabbi gra rekurziv fiiggvénnyel: ~

gra: § - OxQ
gra(@) =[0,1); . '
gra(<e>) = [ (ord(e)-1)/d, ord(e)/d ); ,
. gra(hiext(s,e)) = o gra(s), ['(s){ord(s.hiv)], e, I'(s){ord(s.hiv)}[d] ).

Itt a definicid utolsé sordban azt mondjuk meg, hogy egy egy elemmel hosszabb
sorozatra a fiiggvény az credeti sorozat dltal megadott intervallumot (gra(s)) a
‘megfeleld kummulélt gyakorisdgok (I'(s)[ord(s.hiv)]) és az 1j jel (¢) alapjan skéalazza
at. I'(s)[ord(s.hiv)] tartalmazza a szdmunkra sziikséges kummulalt gyakorisagokat,
hiszen s.hiv az utolsé jel, azaz a graf ennek megfelel§ csicsdban vagyunk, és az innen
kivezetd élek gyakoriségai alapjan kell az 0ij intervallumot meghatérozni. A normalasi
tényez6 pedig ['(s)[ord(s.hiv)][d], hiszen a megfeleld kummulalt gyakorisagok tomb
utolsé eleme adja ineg, hogy eddig dsszesen hanyszor szerepelt a jel.

A gra fiiggvényt felhasznalva a graf-aritmetikai tomdrités speéiﬁkéciéja (feltessziik,
hogy a tomoritendd sorozat hossza legalabb 2):

A = Sx0x0Q (8 =seq(H))
s 1 h 1 _ ‘

B=§ \
s ‘ '

Q=(s =s'A 2 < s.dom)
R = ((I,h) = gra(s) ).

A feladat megoldasat visszavezetjiik rekurziv fiiggvény értékének kiszdmitasara. A
gra fiiggvény értékeit az /, i valtozokkal, a I" figgvény értékét a gr métrix véltozéval
helyettesitsiik. A feladatban szerepl8 § tipusi sorozatrél térjlink 4t egy parokbol 4116
sorozatra, ahol a pir elsS tagja az ord fuggvény értéke az S-beli sorozat megel6z0
jelére, masodik tagja az ord értéke az aktuélis jelnek. Ezek alapjan a program:
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gr =Gy
open(x)
1, h = (dx.2-1)/d, dx.2/d
sx,dx,x: read

$X = norm
1, h := I+ (h-D*gr[dx.1][dx.2-1)/gr[dx.1][d]), e
l+(h=D)*gr[dx.1][dx.2)/gr[dx.1][d]

gr =gr+Eq 1 dx.2
sx,dx,x: read

| open(x)
I

ss,ds,s: read
dx = (0,ord(ds)) :

§X = norm

ss,ds,s: read

sx,dx,x: read
l
\ G $§ = norm -
dx := (dx.2,0rd(ds)); - sx 1= abnorm_
ss,ds,s: read ‘

A gr métrix valtozéra vonatkoz6 nem megengedett értékadéasok kitranszformalasa az
olvasé feladata. (Ezek egyszerti ciklusok.) ' :

A fenti program gyakorlatban ugyantigy hasznlhatatlan, mint az aritmetikai tomdrités
esetén a megfeleld program. Annak érdekében, hogy hasznélhaté megoldashoz
jussunk ugyanazt a teprezentaciot kell vélasztani, amit ott hasznaltunk, és a programot
az ott megismerttel analég médon kell 4talakitani. (Ezt az olvasora hagyjuk.)

Ziv-Lempel tdmorités

A Ziv-Lempel algoritmus alapdtlete, hogy az ismétléds részsorozatok helyett, azok
megel6z5 eléfordulasanak helyét és hosszat irjuk ki. Természetesen a hatékonyabb
tomorités érdekében a lehet leghosszabb egyezést valasszuk ki. Tehét a létrehozandd
kod szampérokbél all: az eldz8 eldfordulds helye, (p - pozicid) és mérete (m). Ha
nincs eléz6 elfordulas, akkor irjuk ki az adott’pozicion talélhato jel sorszdmét és
nullat. (Nulla nem Ichet gy egyezés mérete, igy ez jo megkiilonboztetés.)
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A toméritendd szoveget most vektornak tekintjiik, ugyanis az algoritmusban t6bbszor
4t kell olvasni. (Lehetne olyan sorozat is ahol az indexelés megengedett, de a

gyakorlatban ez vektort jelent.) Legyen T a szdveg, X a kddsorozat, K a kodpér tipusa.
Ekkor: ‘

T = vekt(V;H);
X = seq(K), ahol: K= (p:V, m:Np)

-

Jelolje egy t vektor esetén t, y, a vektor a indexénél kezd6dé és b-nél végzddd
részsorozatat (részvektorat), azaz

ta.p =< t[a], t{a+1], .., t[b] >

Ez értelemszerlien iires, ha b < a. Vezessiik be a 3 valtozés hol fiiggvényt, ami
megadja, hogy a szoveg egy adott pozicidjatol (i) kezddd6 megadott méret(i (m) rész
hol szerepel a szivegben a poziciét megeldzden, illetve nullat ad ha ilyen eldfordulas
nincs. Tehét: i ‘

hol: TxNxN — No ; :
hol(t,i,m) := min{ j “ i, i+m-1=Y.jrm-1 }> ha 3j<it 4 jm-1=Y. jem-1>
* hol(t,i,m) :=0 P kiilonben

A hol fiiggvény segitségé‘)el defini4lhato a széveg egy pozicidjahoz K tipusa értéket
elSallitd kdd fiiggvény. Lo S

kéd: TV —> NxN, \
kod(t,i) = (ord(t[i]}),0) ha hol(t,i,1) =0,
kod(t,i) := (p,m) ha p = hol(t,i,m) A m>0 A hol(t,im+1) = 0.

Tehat, ha az i. pozicidn 1j jel van ( hol(t,i,1)=0 ), akkor nincs el6z8 el6fordulas, igy a
jel sorszdméat és nullat adunk meg; kiilonben' egy el8z8 eléfordulas helyét
(p=hol(t,i,m)) és hosszét ugy, hogy ennél hosszabb eléfordulds ne legyen (hol(t,i,m+1)

= 0). fgy a kod fiiggvényt a megfeleld poziciokra kiszdmolva és ezeket az értékeket
kifrva megkapjuk a tomoritett szoveget.” ' i :

A poziciok kiszamitasihoz tudnunk kell, hogy az eddig kiszamitott parok, azaz az
eddigi koédsorozat, a szovegbdl hany jelet reprezentdl, Ekkor a kovetkez6 par
elGallitasahoz a kod fiiggvényt kell kiszdmolni a szveg kovetkez6 jelére. Vezessiik

be a hossz fiiggvényt, ami megadja egy K tipust értékekkel definialt sorozat altal
kodolt eredeti szoveg hosszat. Ezt a fliggvényt rekurzivan definiéljuk:

hossz: X — Np
hossz(d) := 0,
hossz(hiext(x,k)) := hossz(x)+max(l ,k.m).
Ures sorozat természetesen O hossziisdgh izenetet® kodol. Egy uj kodpar

hozzavételével pedig legalabb eggyel né a reprezentlt szoveg hossza, hiszen ha
k.n=0, akkor k.p a jel sorszama; kiilonben k.m méret(i részsorozatot ir le k.
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Az eddigiek felhasznalasaval a tomorités specifikacidja:

A=TxX
t X
B=T
tl
Q=(t=t)
R = (Q A hossz(x) = t.dom A Vie[l..x.dom]: x; = kod(t,hossz(x;_i-+1))
Az utéfeltétel x; = kod(t,hossz(x) j-)+1) része garantélja, hogy é kédsorozat soron
kivetkezd eleme az eléz3 i—1 par altal reprezentélt rész ( hossz(x,_j.1) ) utani résznek

megfeleld kodpart adja meg. A hossz(x) = t.dom jelentése, hogy az x kodsorozat az
egész szoveget reprezentalja. ‘ - ‘

A feladatot ciklussal lehet megoldani, amelynek invariansa: .
P = (Q A Vie[l..x.dom]: x; = kéd(thossz(x;_i_)+1)),

termindtor fiiggvénye pedig: t.dom-hossz(x ;). Helyettesitsilk a hossz rekurziv

fiiggvényt a h véltozéval, és transzformaljuk ki a fliggvényt. fgy a program (aminek
levezetése az olvasé feladata): ‘ i 2

h,x:=0,0
h < t.dom
p,m = kod(t,h+1)
x:hiext((p,m))
\ m=0 ‘ /
h = h+l ~ h:=htm

A fenti programban a p,m := kéd(t,h+1) értékadés nem megengedett, igy azt meg kell
valdsitani. Ennek egy lehetséges modja lenne a kod filggvény kiszamitasat
visszavezetni egy linearis keresésre, ahol az els§ olyan m értéket keressiik, amire
hol(t,i,m) = 0. A hol fiiggvény kiszamitasa pedig egy string keresési feladat, amire

mér ismeriink algoritmusokat. Ennek a megoldésnak a hatranya, hogy igen nagy a
miivelet igénye, azaz nem hatékony. ' ’

Prébéaljuk meg masképp megvalésitani a kod fiiggvényt. Definialjuk az egyezik

fiiggvényt, ami megadja a szbveg keét pozicibjira az azoktél kezdddd leghosszabb
megegyez8 szakasz méretét.

egyezik: TxNxN —» Ng
egyezik(t,iyj) := max{ meNp | 4 jrm-1 =1 jom-1 }-

A fenti definicioval nyilvan ekvivalens:
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egyezik(tij) := min{ meNp | t[i+m] # tfj+m] }.
Ennek segitségével felirhato a kod fiiggvény az alabbi formaban: -

kéd(t,i) = (ord(t[i]),0) ‘ha  max{ egyezik(tij) | j<i} =0,
kod(t,i) := (p,m) ha  m=max{ egyezik(tiij) | j<i} A
m = egyezik(t,i,p) Am>0. -

Ezt felhasznalva a kod fiiggvény értékei kiszamolhatok maximum kereséssel,
elkeriilve az el5z8 megoldisban meglevd ismételt 6sszehasonlitisokat. A maximum
keresésben szereplé egyezik fliggvény kiszadmolhaté lineéris kereséssel. Ez igy még
mindig elég lassi programhoz vezetne. Szerencsére az egyezik fiiggvény értéke a
legtdbb helyen nulla. Ezek az értékek elhagyhatok a maximum keresésbdl, azaz
kevesebb értékbSl kell maximumot kivalasztani, amivel javithaté a program
hatékonységa. ' T ~

Sziikitsiik le a maximum keresést olyan elemekre, ahol az egyezik fiiggvény értéke
legalabb 2. Ez megtehetd, miutén nulla esetén a jel és 0 lesz a kod, és 1 esetén szintén
ki lehet frni a jelet' és egy nullat, hiszen ezzel nem lesz rosszabb a tdomorités.
(Eredetileg egy el6z3 eldfordulas helye és 1 keriilt volna ki.) Ez persze azt jelenti,

hogy eltértiink az_eredeti kod fiiggvénytél. (Az olvasé feladata a kod fiiggvény
, megfeleld modositdsa.) ‘ f ' ;

A lesziikités érdekében vezessiik be a pdr fliggvényt, ami egy adott jelpérra megadja,
hogy a szévegben milyen poziciokon fordul az el§. Ekkor a maximum keresést a par
fiiggvény i-nél kisebb értekeire kell elvégezniink. ‘

pér: TxHxXH > set(N) :
pér(t,x,y) ‘3= { ieN I t[l] =X A t[H—l] =y }

Valositsuk meg a par fiiggvényt gy, hogy az értékként felvett halmazokat listakkal
&brazoljuk, és a listdk kezdetére egy matrix elemei mutatnak. Azaz a par(t,x,y)

halmaznak megfeleld lista elsd elemét a pdr métrix ord(x) soranak ord(y) oszlopaba
esO eleme adja meg. : ‘

A halmazok elemeit (illetve a listakat) dbrazoljuk egy kozds vektorban, legyen ez
lista. A vektor indextartoménya (hossza) egyezzen meg a széveg indextartomanyaval
(hosszaval). A vektor elemei tartalmazzék a megfeleld halmaz kovetkezd elemét, ami
egyben a rakovetkezd elem helyének vektorbeli indexe is legyen, illetve legyen nulla,
ha ez az utolsé elem a halmaznak megfeleld listdban. Tehét, ha par(t,x,y)={100,20,5},
akkor par[ord(x),ord(y)J=100, lista[100]=20, lista[20]=5, lista[5]=0 legyen. A lista
vektorban nem 1éphet fel iitkdzés a killonbdz8 halmazok kozott, hiszen a széveg egy

pozici6jan csak egy jelpér kezdGdhet. ‘

Tehat a fiiggvényt megvaldsitd matrix és vektor:

par = matrix([1..d},[1..d],No);
lista = vekt(V,Vp).
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Négy miiveletet értelmeziink a fenti kettdssel leirt tipuson:

- init: feltoltés iires halmazokkal,
- put: egy elem berakésa a parnak megfelel6 halmazba;
- first: egy halmaz els eleme;

- next: egy halmaz kovetkezd eleme,

A formaélis tipusspecifikécio, illetve tipus megadasa az olvaso feladata. Az egyes

miiveletek megvaldsitasa az alabbi: ‘
- init: A pér matrix és a lista vektor feltoltése nullakkal.,
- put(x,y,i): list(i],par{ord(x),ord(y)] := par[ord(x),ord(y)},i;

- j = first(x,y):  j = par[ord(x),ord(y)];
- k := next(j): k := lista[j}.

Az init miveletet a foprogram elején kell végrehajtani, a kéd fiiggvény kiszamitasa
pedig a fentiek felhasznélasaval a kdvetkezd: :

p,m = kod(t,h+1)
|

p, m, j := ord(t[i]), 0, par{t[i],t[i+1]]
| ji>0 |
“hi=2
t{j+h] = t[i+h] A i+h < t.dom
h:=h+l ,
\ h>m ‘ /
p,m :=},h - SKIP
j :=lista[j]

list[i], par[t[i],t[i+1]] := par[t[i],t[i+1]], i

A dekédolas programja értelemszertien:

i:=0

sx,dx,x: read
$X = norm
\ dxm<?2 /
‘ j,h=dx.p, 0
i:=i+l h <dx.m
t[i] := char(dx.p) i=i+l
tfi]g,h = t[j]j+1,h+1
sx,dx,x:read




Adattgmorités 25

- Ziv-Lempel-Welch tomorités .

Az algoritmus alapétlete, hogy a szovegben el6forduld részsorozatokat vegyiik fel az
&bécébe 1j jelként. Ezt egy kodtdblazat segitségével valositjuk meg. Ez a tablazat
kezdetben csak az 4bécé jeleit tartalmazza. Ezt bavitjiik ki lépésenként ugy, hogy a
szGvegben felismert leghosszabb tablazatban szerepld kodot kiegészitjiik a szdvegben
uténa kovetkez® jellel. Igy a tablazat elemei egyre hosszabb jelsorozatokat irnak le. A
tomoritett szoveg pedig a tablazat maga lesz. Ahhoz, hogy ez tényleg tomorités legyen

iigyesen kell ezt a tabldzatot megadnunk. El8szor egy modositott véltozatot adunk
meg. - :

Egy tablazatbeli bejegyzés alljon két részbdl, az els6 legyen egy nem negativ egész
szam, a masodik pedig egy abécébeli (eredeti H-beli) jel. A nem negativ egész szam
adja meg, hogy a kod melyik €16z8 kodbél kaphaté meg tigy, hogy ahhoz hozzéflizziik
a jelet; azaz ez egy tablazatbeli index. A tablazat elején legyenek az dbécé jelei, és az

ezekhez tartozé elsd komponens legyen 0, ami azt jelenti, hogy ezekhez nem tartozik
megel§z6 kod. : : ;

Tekintsiilk a kovetkezd példat. H legyen egy harom betlis abécé, nevezetesen
H:={ab,c}, a szoveg pedig: abcabcabcabcabc... .Ekkor a tablazat elsé harom sora
rendre a (0,a), (0,b), (0,c) bejegyzéseket tartalmazza. A szdveg tomoritésekor
elolvassuk az 'a' jelet, ami szerepel a tablazatban, de a kévetkezd jel hozzavételével
keletkezs 'ab' mar nem. Ezt tehat 0j bejegyzésként felvessziik. Ez a kodsz6 az elsd
kodszobol (a') és a 'b' jelbdl épiil fel. fgy a megfeleld bejegyzés (1,b) lesz. A szdveg
kivetkezd jele a 'c'. Ez is benne van a téblizatban, de ha a kovetkezd jelet is
hozzavassziik 'ca'’-t kapjuk, ami 1ij. Vegyiik fel ezt Gj bejegyzésként, azaz a tablazat 5.
eleme legyen (3,a). Ezutén a hatodik elem (2,b) lesz. Ezutan 'az 'ab' jelsorozatot
megtaldljuk a tablazatban, de 'abc’-t mar nem, fgy 0j bejegyzésként bekeriil: (4,c).

Ekkor 'abc' mér szerepel, de 'abca’ még nem, tehat felvessziik a (7,a)-t. A tablazat eleje
tehat: ‘ '

O o3 Wn b Wi~
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A tablazatot (T) abrazoljuk egy vektorral, amelynek elemei parok. Minden pér els6
komponense egy nem negativ egész szam, ami megfelel a megeldzd kddrésznek, a
masodik komponens pedig a konkatenalandé jel. A szoveget () tekintsiik most egy
sorozatnak. fgy a megfeleld tipusok: ‘



ddattomorités ‘ 26

S = seq(H);
T = vekt(V,K), ahol: K =(kod:Vy, jel:H);
I4(t) = Vie[l..t.dom]: t[i].kéd <.

Az invariéns tulajdonsag azt a természetes kovetelményt fejezi ki, hogy a tablazatban
egy kod csak 6t megel6zbre hivatkozhat.

Miel6tt tovabbmennénk vizsgaljuk meg, hogy egy tablazatbeli bejegyzéshez hogyan
tudjuk meghatdrozni az éltala kodolt sz6veget. Vezessiik be ennek érdekében az str
fiiggvényt, amit rekurziv modon definidlunk. Ez értelemszer(ien a tablazatbeli
bejegyzés jel részébdl 4116 egy hosszisgi sorozat, ha a kdd rész nulla. Egyébként a

kodrész altal megadott bejegyzésnek megfeleld sorozathoz kell a jelet hozzavenni.
Formaélisan:

stt: N — § ‘ : S
str(k) = < t[k].jel > ' ha t[k].kod = 0;
str(k) := con( str(t[k].kod), < t[k]jel >) ha t[k].kod > 0.

Vezessitk be tovabba a hossz fiiggvényt, ami megadja, hogy a tablazat els6 j cleme
milyen hossziisagi szoveget kodol. Az elsd d jel az dbécét frja le, igy a kédolt széveg
 hossza a d+1 és j kozé es$ bejegyzések éltal kodolt szovegek hosszdnak Osszege.
Tehét: ‘ " : :

hossz: N> N
j
hossz(j) := Z (str(k).dom).

k=d+l

A kédolas specifikicioja soran sziikség lesz egy fiiggvényre, ami a sorozat elejébdl
levagja a tablazat 4ltal mér kodolt részt. Ezért definialjuk a vag fiiggvényt, ami egy
sorozat elejérdl elhagy megadott szamu jelet. ‘

vag: SxN — § »
vég(s,n) ;= lorem"(s).

Vizsgaljuk meg, hogy egy adott sorozat és tablazat esetén hogyan hatdrozhaté meg a
tablazat végére keriild 4j par. Meg kell keresni a tdblazatban azt a kodot ami a széveg
lehetd leghosszabb kezdSszeletét adja meg, és ennek indexe lesz a par elso
komponense. Ezt a kezdGszeletet levagva a szovegbGl a maradék els jele lesz a par
mésodik komponense. Vezessiik be a zlw figgvényt, ami meghatirozza, hogy a
tablazat melyik kédja illeszkedik leghosszabban a szdveg elejére, és megadja a
maradék sorozatot. ' .

zlw: § — Nx§
ZIw(s) = (k,x) : k=max{ jeN | 3xesS: s = con(str(j),x)} .
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(A fenti definici6 elégséges szdmunkra, azonban pontosan meg is tudjuk hatérozni a

benne szerepld x sorozatot, hiszen azt ugy kaphatjuk, hogy s-bél str(k).dom hossz
kezd8szeletet levagunk, azaz:

zlw(s) :=(k,vag(s,str(k).dom)) : k=mhx{ j | s=con(str(j),vag(s,str(j).dom))}).

A tablazatba j bejegyzésként a (k,x.lov) pér keriil be. Ezeket felhasznalva a kddolas
specifikéacidja:

-

A=8xT
s t

B=S
s!
Q=(s=5s) o
R = (Vie[1..d]: t[i] = (O,char(i)) A :
Vie[d+]..t.dom]: t[i}.kéd = zlw (véag(s',hossz(i-1))) A
tli].jel = zlwz(vég(s’,hossz(i-1))).lov A hossz(t.dom) = s'.dom.
A feladat egy megoldhaté egy szekvencidval, amelynek az elsd tagja a tablazat elsd d
clemét tolti fel a specifikdcionak megfelelden (legyen ez az init programrész). A

maésodik rész egy ciklus, ami elemenként 4llitja 18 a tablazat elemeit. Ennek alapjan a

program, aminek levezetését a megadott P invariéns felhasznéldsdval az olvasora
bizzuk: : : ‘ :

. | ’ . |
P = (Vie[l..d}: t[i] = (O,char(i)) A j e[d..t.dom] A
Vie[d+1..j): t{i].kod = zlw (vag(s',hossz(i-1))) A
t[i].jel = zlw,(vag(s'hossz(i~1))).lov.

init(t)
i=d
s#
kix = zlw(s)
t{i+1] := (k,x.lov)
s := lorem(x)

i=i+l

A fenti programban a zlw fiiggvény nem megengedett, igy azt meg kell valdsitanunk.
Ezt megtehetnénk egy feltételes maximum kereséssel a definicié alapjan. Ekkor
'azonban minden egyes 1épésben ki kellene szdmolni az str fiiggvény értékét. Ennek az
eljarasnak a miiveletigénye nagy (szoveg hosszéval négyzetes ardnyban is allhat),
ezért probaljunk meg hatékonyabb megoldast talalni. '

Tegyiik fel, hogy mér talaltunk egy j kodot ugy, hogy "str(j) illeszkedik a szoveg
kezddszeletére. Ekkor. j-nél nagyobb (hosszabb) kod csak ugy lehet prefixe a
szovegnek, ha a kodnak str(j) a prefixe. A tablézat felépitése miatt ez azt jelenti, hogy
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a hosszabb kod egyrészt j utan szerepel a tablazatban, masrészt hivatkozik j-re. Ez a
hivatkozas lehet direkt, ha csak egy jellel kiilonboznek, illetve indirekt, ami azt jelenti,
hogy j valahol eléfordul a kodok lancaban ha azt visszafejtjiik.

Ezt a tulajdonsigot kihasznalva a zlw fiiggvényt megvalosithatjuk egy lineéris
kereséssel, amelyben a prefixet allitjuk eld egészen addig, amig a prefix novelhetd.
Ennek érdekében vezessiik be a keres fiiggvényt ami egy tabl4zatbeli bejegyzés helyét
adja meg, ha van ilyen bejegyzés, illetve nullat, ha ez nem fordul eld. Tehat:,

keres: NxH — Ny
keres(k,c):=0  ha Vie[l..t.dom]: t[i] = (k,c);
keres(k,c) :=j ha t[j] = (k,c).

A keres fiiggvény értékein kell keresni a (0,x.lov) pérbél kiindulva ugy, hogy a
kovetkezd pér elsé komponensének a fiiggvény értékét, méasodik komponensének
pedig x kovetkezd jelét valasztjuk. Ezt egészen addig kell folytatni, amig keres értéke
0 nem lesz (&s x nem iires), ugyanis ekkor a prefix tovabb mar nem ndvelhetd. Ennek
alapjén a program: ' :

kx .= zlw(s)
I
k,x:=0,s
Jj = keres(k,x.lov)
x#DAj#0
B
x.lorem
\ ‘ x#Q0 | /

J = keres(k,x.lov)

A j = keres(kx.lov) értékadas visszavezethetd egy linedris keresésre a [k..t.dom]
intervallumon: '

J = keres(k,c)
|

1, j = false, k

-lAj<tdom

ji=j+l
1 := (t[j] = (k,c))
\ | /
SKIP j:=0

A keres fiiggvény hatékonyabban megvalésithatd, ha sikeriil egy jo hash fiiggvényt
talaini. Ennek a hash fiiggvénynek egy tablazatbeli bejegyzéshez (kod-jel par) kell egy
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természetes szamot rendelnie. Ennek konnyen és gyorsan szdmolhatonak kell lennie,
valamint jol kell szérnia, azaz kiilonboz8 parokra lehetleg kiilonbdz0 eredményt kell
adnia. A hash fiiggvény segitségével a linedris keresés kikiisz6bolhetd, hiszen az
minden elemhez egy kulcsot rendel, aminek alapjan az megtalalhato.

A megoldd programunkban elég szabadon kezeltiik a szOvegeket, hiszen ezeket
értékiil adtuk egymasnak (k,x := zlw(s) illetve x := s). Ha jobban megvizsgaljuk a
megoldast, l4thatjuk, hogy erre nincs is sziikség, elegendd mindig egy elemet olvasni
a sorozatbél. Ennek megfelelGen a fOprogramot illetve a k,x := zlw(s) programot
dtirva szekvencidlis input fijlra az x sorozat kiinvertaldsdval kapjuk az- alabbi
megoldast: '

init(t)
i=d;

ss,ds,s: read

'8s = norm
k := zlw(ds,s)
t[i+1] := (k,ds)
ss,ds,s: read
i=i+l

k = zlw(ds,s)
I
k:=0
J = keres(k,ds)
ss=normAj#0
k=]

ss,ds,s: read

\ ‘ S$S = norm ; /
j = keres(k,ds)

Dekédolaskor a tablazatbeli kédoknak megfeleld str fiiggvény értékeket kell
kiszdmolni a tabldzat d+1. elemétdl kezd6dSen, és ezeket a sorozatokat kell

konkatenalni. A program specifikéacioja:
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A=SxT

s t
B=T

t' , .
Q=(t=t) i

t.dom
R=(QAs= Con(str(t[i].kéd)).

j=d+]

A megoldé program egy ciklus, ami egy elemenkénti feldolgozds a fablazat
d+1.t.dom elemein. Ebben az str fiiggvény értéke kiszdmolhatd egy verem

segitségével. A program megirdsa (az str altal elGallitott sorozat kiinvertdldsaval) az
olvasé feladata. : :

Az eddigiekben leirt modszert tovabb lehet fejleszteni, és igy jutunk el a valodi Ziv-
Lempel-Welch tomoritéshez. Nevezetesen, elegendd a tablazat elsd oszlopat
megadnunk, ha a tablazat felépitését egy kicsit modositjuk. Koveteljilk meg, hogy a
tablazatbeli kodok ne a szoveg egymds utani diszjunkt szakaszait 4brézoljak, hanem
legyen koztiik egy jel atfedés. Azaz a kovetkezd kod elsd jele egyezzen meg az el6z0
kod utolsé jelével. (Ez persze ahhoz vezet, hogy a kodszavak rovidebb részeket frnak
le, azonban ezt varhatéan ellensilyozza az, hogy csak egy oszlop a kéd.) '

* Vizsgaljuk meg miként médosul a tablazat a bemutatott példdban. A tablazat elején az

4bécé jelei szerepelnek, mint cddig. A 4. sor felel meg az 'ab’ sorozatnak, akarcsak az
elébb. Az 5. sor azonban nem a 'ca’ sorozatot kédolja, mint eddig, hanem a 'be'-t,
hiszen egy jel atfedést koveteliink meg. Ezek utén a 6. sor felel meg a 'ca'-nak, a 7.
pedig 'abc’-nek, ami a 4. sorbdl és a'c' jelbdl épiil fel. fgy a tablazat:

G o1 AW
wicdslwin—o|olo
o lorjo im0 jC0 (@28 £~

A kédolashoz hasznaljuk fel a tablazat dbécének megfeleld részébdl (elsé d sor, most
elsé 3 sor), a jeleket, a tovabbi részekbdl pedig az elsé oszlopot, illetve az utolso
sorbél a jelet. Ennek alapjan a dekodolds elvégezhetd, hiszen vegyiik a d+1. elemet
(most 4.) és nézzilk meg, hogy ez milyen jelre hivatkozik. Ez lesz az elsd jel. A
kodszo6 utolsd jelével most ne torédjiink ezt megkapjuk a kévetkezd k6dszb elején.
Nézziik a kovetkezd bejegyzést, és fejtsiik vissza a neki megfeleld kodot (str fliggvény
értéke), az utolso jeltdl cltekintve. Konkatenaljuk ezt az eddigi sorozathoz. Folytassuk
ezt, amig az utolso sorhoz nem ériink. Itt a megfeleld kod utan még irjuk ki az adott
jelet is, és megkaptuk az eredeti szoveget.

Tegyiik fel, hogy a szoveg 'abcabcabea’ volt. Ekkor a tablazat utolso bejegyzése a 9.
sor lesz. Végezziik el a dekodolast a fentiek szerint. Ekkor a 4. sor alapjan kapjuk,
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hogy az elsd jel 'a'. Az 5. és 6. sorokbol megkapjuk 'b'-t és 'c'-t. Eddig tehat 'abc'-t
~ dekédoltuk, valamint kiegészitettiik a tablazat 4. és 5. sordt a 'b' és a 'c’ jelekkel. A 7.
| sornak megfeleld kédszo (az utolso jel nélkiil) ‘ab', ezt hozzavessziikk a szoveghez
~ (‘abcab'), és az eldzd 6. sort kiegészitjiik az 'a’ jellel. Ezt folytatva a 9. sor utan
eljutunk az 'abcabcabc' szoveghez, amihez hozzavéve az utolsé 'a’ jelet megkapjuk az
eredeti iizenetet. | |

A méar megadott specifikécio és fiiggvények konnyen médosithatok, hogy ezt az
ut6bbi tomoritést {rjék le. Ez az olvasé feladata. A kédol6 program médositasa csak
abbél 4ll, hogy a féprogramban a ciklusmagban szerepl§ ss,ds,s: read -et elhagyjuk.
(Pontosan ez lépte 4t a kodszo altal leirt utolsé jelet.) A dekodolé program egyetlen

médositdsa (a tablazat masodik oszlopanak felépitésén kiviil), az utolsé elem
hozzairasa a szoveghez. : : i

Ziv-Lempel-Welch-Zsoldos tii'miirités:

Az algoritmus hasonl6 az el6z6 tomoritéshez, csak most a tablazatbeli 4j kod nem egy
régi kodbol és egy jelbdl épiil fel, hanem két régi kéd konkatenciojaként all eld.
Ennek eredménye, hogy a kddok hossza joval gyorsabban néhet. Ez persze azt jelenti,
hogy egy tablazatbeli bejegyzés nem egy kodbol és egy jelbdl, hanem két kédbol fog
allni. A tablazat elején tovabbra is az dbécé jelei legyenek, és az ezekhez tartoz6 els6
komponens legyern 0, ami azt jelenti, hogy ezekhez nem tartozik megel6z0 kod. (A

mésodik komponens legyen a jel sorszdma, hiszen most ennek is egy szamnak kell
lennie.) ‘ ‘ '

Nézziik, hogy milyen tablazatot rendel ez a modszer az abcabcabcabc... szoveghez, ha
H={ab,c}. Az elsd harom bejegyzés megfelel az dbécé jeleinek. A negyedik
bejegyzés az 'ab' jelsorozatot kodolja, ami az els6 bejegyzésnek megfeleld kéd (a) és a
masodik bejegyzésnek megfelels kod (b) konkatenacidja. Az otodik bejegyzés a 'cab’
sorozatot kodolja mint a 3. (c) és 4. (ab) kodok konkatenécioja. A hatodik bejegyzés a
'cabeab’ sorozatnak felel meg, amit az 5. kod duplézésaval kapunk meg. A hetedik

bejegyzés a 6. bejegyzés duplazasaval 4ll eld, feltéve, hogy a sziveg még elég hosszil.
fgy a tablazat: o :

NS WV R LN
alwn|sivio joi»

Az eldz8ekhez hasonloan a tablazat reprezentaldsara hasznéljunk vektort, aminek az
invariAnsa hasonlit a mér megismert invaridnsra, csak most mind a két kod
komponensre igaz, hogy az csak megel6zd lehet. Tehat:
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§ = seq(H);
T =vekt(V,K), ahol: K=(kdd;:Ny, kdd;:Ny);
1;(t) = Yie[d+]..t.dom]: t[il.k6d| < i A t[i]kéd; <.

| Vezessik be az el6z8ekhez hasonldan az str, zlwzs fliggvényeket, amelyek
" hasonlitnak a mar megismert str és zlw fiiggvényekhez, csak most kétszeres rekurzio
~ szerepel benniik. (A zlwzs definidlaséhoz felhasznéljuk a ziw fiiggvényt.) A hossz és
vag fiiggvény pedig megegyezik a mér megismerttel, csak a hossz fiiggvényben az 1j
str fiiggvényt kell hasznalni. (A zlw fiiggvény formélisan ugyanaz mint- eddig,
azonban a jelentése kiilénbdzd hiszen a benne szerepld str fliggvény megvaltozott.)

sttt N— §

str(k) := char(k) - ha k<d;
str(k) := con( str(t{k].kéd,), str(t[k].kody) ) ha k>d.

hossz: N - N
j .
hossz(j) := Z (str(k).dom).

kwd+1 !

 zlwzs: § — NxVxS
zlwzs(s) = (k,kp,X) ahol: |
ky = ziwy(s) A (k,X) = zIlw(vag(s,str(k;).dom)).

Ezeket felhasznalva a kodolas specifikécioja:

A=8xT
8t
B=S§
sl
Q=(s=5)
R = (Vie[l..d]: t[i] = (0,i) A hossz(t.dom) = g'.dom A
Vie[d+1..t.dom]: t[i] = zlwzs; 5(vag(s'hossz(i-1))).

A megold6 program megegyezik a Ziv-Lempel-Welch tomoritésnél megismerttel,
csak a zlw fiiggvény helyett a zlwzs fiiggvény értékét kell kiszdmolni. A zlwzs
fiiggvény kiszamitasa pedig megegyezik zlw fiiggvény értékének  kétszeri
kiszamitasaval. (Azaz ki ky = zlwzs(ds,s) helyett a k| := zlw(ds,s); k; = zlw(ds,s)
szekvencia irhatd.) A zlw fiiggvény kiszdmitaséhoz cseréljiik az § sorozat tipust
vektorra. Vezessiik be az sp valtozét, ami megadja, hogy a sz6vegbdl hany jelet
kodoltunk eddig. igy a program:



Adattomorités 33

init(t); i,sp:=d,1
sp < s.dom

k; = zlw(s,sp)

ky :=zlw(s,sp)
tli+1] = (k1 k)
i=i+l ‘

A zlw fiiggvény kiszAmitisa hasonlit a Ziv-Lempel-Welch algoritmusnal bemutatott
megoldéshoz, azaz megint a kddok prefixumait kell kihasznalni, hogy kikiiszoboljiik
az str fiiggvény kiszamitasat. Ebben az esetben azonban figyelembe kell venni, hogy a
tiblazat masodik bejegyzése is koéd. Ez azt jelenti, hogy a keres fiiggvény
bonyolultabb lesz, nevezetesen ellendrizni kell, hogy a mésodik kod is illeszkedik a

szoveg megfeleld részére. Végezze el ezt az ellenGrzést a joé fiiggvény. Ezek alapjan a
zlw és a keres programok: o

k := zlw(s,sp)
md‘sl-'f)) |
k, sp :Ts[sp]] sp+1
j = keres(k,s,sp,t.dom)
sp<sdomAaj#0

k=)

Jj = keres(k,s,sp,t.dom)

j := keres(k,s,sp.fh)
|

1, j == false, k
-lAj<fh
S j el
\ tfj].kod; =k ‘ /
I:=jo(s,sptlj].kody) SKIP
\ 1 /
SKIP . ji=0

A j6 fiiggvényt megvalosito program megadhaté egy elagazassal, amelynek feltétele,
hogy a kod egy egyszerti abécébeli jel, illetve Gsszetett kéd. Az elsd esetben (kdd<d)
az illeszkedés eldonthetd a kod és a szovegbeli jel Osszehasonlitdséval; a méasodik
esetben a kéd illeszkedését kell vizsgalni, ami hasonlit a zlw fiiggvény kiszdmitéséra.
Fkkor azonban az adott kodndl tovibb nem kell -ellendrizni a tdblézatbeli
bejegyzéseket, tovabba vissza kell tudnunk 1épni a szovegben a kiinduld poziciora, ha
a kod megsem illeszkedik (rsp). igy a program: ~
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| :=jo(s,sp,kod)
I

\ kod <d /
\  kod=sfsp] / jel, rsp, sp = s[sp], sp, sp+1
Uj = keres(jel,s,sp,kéd)
1 := true sp<ssdomAuj=0 .
sp = 1 := false jel :=4j
sp+1 ' Uj := keres(jel,s,sp,kdd)
\ jel = kod -
1 := true 1, sp := false, rsp

A bemutatott program rekurziot tartalmaz, ennek megfeleléen nem illeszkedik a
programozési moédszertanbdl eddig megismert eszk6zokhdz. (A rekurzié miatt az
egyes fiiggvényeket megvaldsité programok argumentumai is paraméterekként
kezelenddk; a programrészekben szerepld viltozok lokalis véltozok.) Ez a probléma
megoldhaté a rekurzio feloldasaval, amit az 'Adatszerkezetek' tantargybol ismertnek
tekintiink. Ennek elvégzése az olvasé feladata. ‘

iA dekddolds megegyezik a Ziv-Lempel-Welch esetén :alkalmazott dekédolassal,
csupén csak az str fiiggvény kiszdmitisa modosul. A verembe most mindkét kodot be
kell tenni egy bejegyzés feldolgozasakor. igy az str figgvényt kiszdmito program:

x 1= str(k)
|
x,verem =3
push(verem,t[k].kéd;)
push(verem,t[k].kéd,)

—empty(verem)

J :=pop(verem)
\ © j=d | /
x:hiext(char(j)) push(verem,t[j].kdd,);
push(verem,t[j].kod;)




